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ПЕРЕДМОВА

Пропонована книга написана на основі багаторічного досвіду ви$
кладання математики у фізико$математичному ліцеї № 27 м. Хар$
кова. Посібник, містить матеріал, який допоможе вчителю в підго$
товці та проведенні факультативних занять, спецкурсів, гуртків
з математики для учнів 5–7 класів. Книга складається із чотирьох
розділів: «Лінійні рівняння з однією змінною», «Функції та гра$
фіки», «Системи двох лінійних рівнянь з двома змінними», «Основи
теорії подільності» та містить основні теоретичні відомості із зазна$
чених тем, приклади розв’язання типових завдань, завдання для са$
мостійного розв’язування, завдання для самоперевірки, тексти
контрольних робіт.

До посібника включено матеріал, присвячений розв’язанню
лінійних рівнянь та систем лінійних рівнянь з параметрами, побу$
дові графіків функцій, що містять модулі. Розглянуто означення,
властивості та графіки цілої й дробової частин числа. Корисним та
цікавим є розділ, присвячений теорії подільності. У ньому розгляда$
ються основні теоретичні положення про подільність чисел, пода$
ється означення конгруенції за модулем, доводяться теореми, що
виражають властивості конгруенцій.

Автор сподівається, що пропонований посібник стане у пригоді
вчителям під час проведення уроків, факультативних занять та
гуртків, сприятиме формуванню в учнів навичок розумової праці.

4 Назва

Розділ І. ЛІНІЙНІ РІВНЯННЯ
З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ

§ 1. ЛІНІЙНІ РІВНЯННЯ З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ

1. Найпростiшi рiвняння з модулем

Розв’язування багатьох задач практичного змiсту приводить до
складання рiвнянь, якi пiсля спрощення мають вигляд: ax b, де a i b
деякi числа, x – змiнна. Такi рiвняння називаються лiнiйними.

Задача. За олiвець i зошит заплатили 90 к. Зошит дорожчий за
олiвець на 40 к. Скiльки коштує зошит?

Розв’язання
Нехай зошит коштує x к., тодi олiвець коштує x 40 к. За умо$

вою задачi складаємо рiвняння:

x x 40 90, 2 40 90x , 2 130x , x 65.

Вiдповiдь. 65 к.

Розв’язування рiвнянь виду a x b, де a i b – деякi числа, a 0

Пригадаємо означення модуля числа та його геометричний змiст.
Модулем невiд’ємного числа є це саме число, модулем вiд’ємно$

го числа є протилежне до нього число:

x
x x

x x

, ,

, .

0

0

Модуль числа – це вiдстань вiд початку вiдлiку до точки, що зоб$
ражує число на координатнiй прямiй. Наприклад, 3 3, оскiльки
вiдстань вiд точки A, що зображує число (–3) на координатнiй пря$
мiй, до початку вiдлiку дорiвнює 3 (рис. 1).

Рис. 1
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Модуль будь$якого числа набуває тiльки невiд’ємних значень:

5 5, 7 7, 0 0.

Вiдстань мiж точками A a i B b на координатнiй прямiй – це
модуль рiзницi чисел a i b: AB a b.

Приклади. Розв’язати рiвняння:
а) x 2.

Розв’язання
Оскiльки модуль будь$якого числа є число невiд’ємне, а 2 0,

то рiвняння коренiв не має.
Вiдповiдь. Коренiв немає.
б) x 5.

Розв’язання
І спосiб. Згiдно з геометричним змiстом модуля числа, на коор$

динатнiй прямiй знаходимо точки, вiдстань вiд яких до початку вiд$
лiку дорiвнює 5. Це точки з координатами –5 i 5 (рис. 2).

Рис. 2

ІІ спосiб (аналiтичний). За означенням модуля: x 5 або x 5,
тобто числа 5 i –5 –коренi рiвняння.

Вiдповiдь. –5; 5.
в) 2 3x .

Розв’язання
Роздiлимо обидвi частини рiвняння на 2: x 15, .
На координатнiй прямiй знаходимо точки, вiдстань вiд яких до

початку вiдлiку дорiвнює 1,5. Це точки з координатами –1,5 i 1,5.
Вiдповiдь. –1,5; 1,5.
г) x 0.

Розв’язання
Єдиною точкою на координатнiй прямiй, яка вiддалена вiд почат$

ку вiдлiку на вiдстань, що дорiвнює нулю, є точка з координатою 0.
Вiдповiдь. 0.

Розв’язування рiвнянь виду x a b i ax b c,
де a, b, c – деякi числа, a 0

Розв’яжемо рiвняння x a b.
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Нехай b 0 (ми вже знаємо, що при b 0 рiвняння x a b ко$
ренiв не має). Тодi для розв’язування рiвняння x a b потрiбно
знайти такi точки на координатнiй прямiй, якi вiд точки з коорди$
натою a знаходяться на вiдстанi, що дорiвнює b.

Рис. 3

Рiвняння x a b можна розв’язати i аналiтичним способом. За
означенням модуля: x a x a або x a x a . Тобто x a b або
x a b. Отже, x a b або x a b – коренi рiвняння x a b.
Вiдповiдь. a b; a b.
Приклади. Розв’язати рiвняння:
а) x 2 3.

Розв’язання
Знайдемо на координатнiй прямiй точки, що знаходяться на вiд$

станi 3 вiд точки з координатною 2 (рис. 4).

Рис. 4

Таких точок двi, їхнi координати: –1 i 5.
Відповідь. –1 i 5.
б) x 2 5.

Розв’язання
Запишемо дане рiвняння у виглядi x 2 5. Знайдемо на ко$

ординатнiй прямiй точки, що знаходяться на вiдстанi 5 вiд точки
з координатою (–2) (рис. 5). Це точки з координатами –7 i 3.

Рис. 5

Розв’яжемо це рiвняння аналiтичним способом. За означенням
модуля: x 2 5 або x 2 5. Звiдки x 3 або x 7.

Вiдповiдь. –7; 3.
Розв’яжемо рiвняння ax b c.
Рiвняння ax b c можна звести до вигляду x a b1 1 . Дiйсно,

перетворимо рiвняння ax b c таким чином:
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a x
b

a
c (a 0).

Оскiльки модуль добутку дорiвнює добутку модулiв, то

a x
b

a
a x

b

a
c.

Якщо a 0, то i a 0, маємо рiвняння: x
b

a

c

a
. Позначивши

b

a
a1 ,

c

a
b1 , дiстанемо рiвняння x a b1 1 , яке вже вмiємо

розв’язувати.
Приклади. Розв’язати рiвняння:
а) 2 5 3x .

Розв’язання

І спосiб. Роздiлимо обидвi частини рiвняння на 2: x 2 5 15, , .

Знайдемо на координатнiй прямiй точки, що знаходяться на вiд$
станi 1,5 вiд точки з координатою 2,5 (рис. 6).

Рис. 6

ІІ спосiб. Розв’яжемо це рiвняння, використовуючи означення
модуля: 2 5 2 5x x або 2 5 2 5x x . Тому 2 5 3x або

2 5 3x , звiдки x 4 або x 1.

Вiдповiдь. 1; 4.
б) 2 3 5x .

Розв’язання
Перетворимо дане рiвняння таким чином:

2 15 5x , ; 2 15 5x , ; 2 15 5x , ; x 15 2 5, , ; x 15 2 5, , .

Знайдемо на координатнiй прямiй точки, що знаходяться на
вiдстанi 2,5 вiд точки з координатою (–1,5) (рис. 7).

Рис. 7
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–1,5

2,51

x
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1

–2,5

–1,5–4

x
+2,5

Розв’яжемо рiвняння аналiтичним способом. За означенням
модуля:

2 3 2 3x x або 2 3 2 3 2 3x x x .

2 3 5x або 2 3 5x ,

звiдки x 4 або x 1.
Вiдповiдь. –4; 1.

Розв’язування рiвнянь виду ax b cx d,
де a, b, c, d – деякi числа i a 0, c 0

Пiд час розв’язування рiвнянь ax b cx d скористаємося
означенням модуля, маємо: ax b cx d або ax b cx d. Роз$
в’язавши здобутi лiнiйнi рiвняння, дiстанемо їх коренi. Чи можна
вважати, що ми завершили розв’язування вихiдного рiвняння?

Для пошуку вiдповiдi на це запитання проаналiзуємо вихiдне
рiвняння. Його лiва частина ax b (згiдно з означенням модуля) на$
буває тiльки невiд’ємних значень, а права – будь–яких. Отже, корiнь
вихiдного рiвняння повинен задовольняти таку умову: x0 може бути
коренем вихiдного рiвняння, якщо значення виразу cx d0 – не$
вiд’ємне. Тобто, розв’язавши рiвнянняax b cx d i ax b cx d,
необхiдно перевiрити здобутi коренi, чи задовольняють вони вищеза$
значену умову.

Приклади. Розв’язати рiвняння:
а) 2 5 0 5 2 5x x, , .

Розв’язання
За означенням модуля: 2 5 0 5 2 5x x, , або 2 5 0 5 2 5x x, , .

Тодi 15 7 5, ,x або 2 5 2 5, ,x ; x 5 або x 1.
За допомогою перевiрки переконуємося, що обидва коренi задо$

вольняють рiвняння.
Вiдповiдь. 1; 5.
б) 5 2 2 7x x .

Розв’язання
За означенням модуля, маємо:

5 2 2 7x x або 5 2 2 7x x .

Тодi 0 2x або 4 12x . Рiвняння 0 2x коренiв не має. Коренем
рiвняння 4 12x є число 3. За допомогою перевiрки переконуємося,
що це число є коренем рiвняння 5 2 2 7x x .

Вiдповiдь. 3.
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в) 5 2 2 3x x .

Розв’язання
За означенням модуля, маємо: 5 2 2 3x x або 5 2 2 3x x .

Тодi 0 2x або 4 8x . Рiвняння 0 2x коренiв не має. Коренем
рiвняння 4 8x є число 2. За допомогою перевiрки переконуємося, що
це число не задовольняє рiвняння

5 2 2 3x x (5 2 2 1; 2 2 3 1; 1 1).

Вiдповiдь. Коренiв немає.

Завдання для самостiйного розв’язування

1.1. Розв’яжiть рiвняння:

a) 5 1 3 2 7 2 2х х х ; б) 0 72 12 5 0 3 0 09, , , ,x ;

в)
8

6

4 5

3

6

2

x x x
; г)

x x x1

3

5 2

12

5 3

4
;

д)
3

17

2 1

0 68

x

,

,

,
; е) 8 13 0 25 6 6 38 2, , , ,x x x ;

ж)
4 3

2

5 2

3

3 4

3

x x x
.

1.2. Складiть за умовою рiвняння i розв’яжiть його:
а) якщо суму чисел x i 2 зменшити на 26%, то здобуте число
дорiвнюватиме 7,4;
б) якщо рiзницю чисел 7 i xзбiльшити на 20%, то здобуте число
дорiвнюватиме 9,6;
в) сума чисел 2,4 i3xу 5 разiв бiльша вiд рiзницi чисел 3,6 i0 5, x.

1.3. Розв’яжiть рiвняння:

а) x 7 5, ; б) 2 0x ;

в) 3 27x ; г) 3 17 1x , ;

д) 35 7, x ; е) 4 4x .

1.4. Розв’яжiть рiвняння, використовуючи властивостi пропорцiї:

а)
x

15

16

0 3,

,

,
; б)

5

18

0 07

0 09

x

,

,

,
;

в)
38

7 6

108

5

,

,

,

x
; г)

10 4

38

0 5

185

,

,

,

,

x
.

1.5. Розв’яжiть рiвняння:

а) 5 3 2 7 7 2 6 7x x x ;
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б) 8 9 4 5 12 4 5x x x x ;

в) 10 3 2 3 5 2 5 11 4 2 5x x x , ;

г)
11

7

2

5

x
; д)

3

5

6

3

x x
;

е)
x x

3 5
8; ж)

x x

3 4
14;

з) 0 18 7 4 0 05 571, , , ,x x ; и) 0 36 0 6 0 4 12, , , ,x x .

1.6. Розв’яжiть рiвняння:

а) x 1 7; б) 2 35x , ;

в) x 1 3; г) x 2 3;

д) x 35 4, ; е) x 2 5 7, ;

ж) 34 2 8, ,x ; з) x 2 8 39, , .

1.7. Складiть за умовою рiвняння i розв’яжiть його:
а) знайдiть на координатнiй прямiй точки, якi вiддаленi вiд точ$
ки з координатою 7 на вiдстань 10;
б) знайдiть на координатнiй прямiй точки, вiдстань вiд яких до
точки з координатою (–5) втричi бiльша нiж вiдстань до точки
з координатою 2;
в) знайдiть на координатнiй прямiй точки, якщо сума вiдстаней
вiд них до точки з координатою 0 дорiвнює 7.

1.8. Розв’яжiть рiвняння:

а) 2 8 3x ; б) 6 3 5x ;

в) 3 5 7x ; г) 5 6 0x ;

д) 8 3 0x ; е) 4 8 3x ;

ж) 2 1 42 8 4, , ,x ; з) 34 6 8 17, ,x ;

и) 216 32 56, , ,x ; к) 32 4 36 7, ,x ;

л)
x

4
1 5; м)

x

3
2

2

3
.

1.9. Складiть за умовою рiвняння i розв’яжiть його:
а) знайдiть на координатнiй прямiй точки, вiдстань вiд яких до
точки з координатою 3,5 дорiвнює 4,5;
б) знайдiть на координатнiй прямiй точки, вiдстань вiд яких до
точки з координатою (–4,5) дорiвнює 3,5.
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1.10. Розв’яжiть рiвняння:

а)
2

3

1

5
2x ; б)

3

5

2

3
3x ;

в) 2
3

2
48x , ; г)

7

3
1 53x , .

1.11. Розв’яжiть рiвняння:

а) 2 3 7x x ; б) 3 2 5 2x x;

в) 2 3 2 1x x ; г) x x1 2 3;

д) 2 3 5x x ; е) 7 2 7 2x x.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

Розв’яжiть рiвняння:

а) x 5;

б) x 3 1 7, ;

в) 2 4 8 6x , ;

г) 2 3 10x x ;

д)
2 1

3 5

7 2

3 6

x

,

,

,
;

е) 1 4 2x x

а) x 3;

б) x 2 2 8, ;

в) 3 6 4 2x , ;

г) 3 2 2 4x x ;

д)
3 1

8 8

3 6

7 2

x

,

,

,
;

е) 3 5 2x x

2. Рiвняння, якi мiстять суму модулiв

Розглянемо рiвняння виду x a x b c за умови, що c 0 ia b
(при c 0 рiвняння коренiв не має, при a b воно зводиться до
рiвняння 2x a c або x a c0 5, , способи розв’язування якого роз$
глянуто в попередньому пунктi).

Який геометричний змiст має це рiвняння?

На координатнiй прямiй потрiбно знайти такi точки, щоб сума
вiдстанi вiд них до точок з координатами a i b дорiвнювала c.

Приклади. Розв’язати рiвняння:

а) x x2 5 1.

Розв’язання

Позначимо на координатнiй прямiй точки A 2 i B 5 . Вiдстань
мiж ними AB 2 5 3 (рис. 8).

12 Матеріали для факультативних занять, спецкурсів, гуртків. Математика 5–7

Рис. 8

Розглянемо три випадки.
1) Точка C – довiльна точка вiдрiзка AB (рис. 9).

Рис. 9

Сума вiдстанi вiдC до A i вiдC до B дорiвнює вiдстанi вiд A до B:
CA CB AB, тобто CA CB 3.

2) ТочкаD– довiльна точка координатної прямої, яка лежить лiво$
руч вiд точки A (рис. 10).

Рис. 10

Сума вiдстанi вiд D до A i вiд D до B: DA DB DA AB AB2 ,
тобто DA DB 3.

3) ТочкаE– довiльна точка координатної прямої, яка лежить пра$
воруч вiд точки B (рис. 11).

Рис. 11

Сума вiдстаней вiд E до A i вiд E до B: EA EB EB AB AB2 ,
тобто EA EB 3.

Таким чином, де б не була розташована точка на координатнiй
прямiй, сума вiдстаней вiд неї до точок з координатами 2 i 5 бiльше
або дорiвнює 3, тобто вона не може дорiвнювати 1, що вимагається
в умовi рiвняння.

Вiдповiдь. Коренiв немає.
б) x x2 5 7.

Розв’язання
Зазначимо, що це рiвняння вiдрiзняється вiд попереднього тiль$

ки числом, яке стоїть в його правiй частинi.
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1) Ми вже знаємо, що точки, якi є коренями цього рiвняння, не мо$
жуть належати вiдрiзку AB, де A 2 , B 5 , оскiльки сума вiдста$
ней вiд будь$якої точки цього вiдрiзка до точок A iBдорiвнює 3,
3 7 (див. випадок 1) попереднього рiвняння.

2) ТочкаD— довiльна точка координатної прямої, яка лежить лiво$
руч вiд точки A (рис. 10). Тобто,DA DB DA AB2 . Враховую$
чи, щоDA DB 7(за умовою), а AB 3, маємо:7 2 3DA ,DA 2.
Це означає, що точкаD знаходиться на координатнiй прямiй на 2
одиницi лiворуч вiд точки A i координата точки D дорiвнює 0.

3) Точка E — довiльна точка координатної прямої, яка лежить
праворуч вiд точки B (рис. 11). Тобто, EA EB EB AB2 . Вра$
ховуючи, щоEA EB 7(за умовою), а AB 3, маємо:7 2 3EB ,
EB 2.
Це означає, що точка E знаходиться на координатнiй прямiй на
2 одиницi праворуч вiд точкиB i координата точкиEдорiвнює 7.
Вiдповiдь. 0; 7.
в) x x2 5 3.

Розв’язання
Позначимо на координатнiй прямiй точки A 2 i B 5 . Сума

вiдстаней вiд будь$якої точки C вiдрiзка AB до точок A i B дорiвнює
CA CB 3 (рис. 9). Оскiльки в правiй частинi рiвняння стоїть число
3, то це означає, що коренями рiвняння є всi точки вiдрiзка AB.

Вiдповiдь. 2 5; .

Узагальнюючи результати, здобутi пiд час розв’язування рiв$
няння x a x b c (c 0, c b), можна зробити висновок:

якщо c b a, то рiвняння коренiв не має;

якщо c b a, то коренями рiвняння є всi точки вiдрiзка a b; ,

тобто рiвняння має нескiнченну множину коренiв;
якщо c b a, то рiвняння має два коренi:

x a
c b a

2
або x b

c b a

2
.

Розглянемо ще декiлька прикладiв.
Розв’язати рiвняння:
а) x x2 6 10.

Розв’язання
Позначимо на координатнiй прямiй точки A 2 i B 6 . Коренi

рiвняння — це числа, що вiдповiдають точкам координатної прямої,
сума вiдстаней вiд яких до точок A i B, дорiвнює 10.

14 Матеріали для факультативних занять, спецкурсів, гуртків. Математика 5–7

AB 6 2 8 10,

отже точки, якi ми шукаємо знаходяться на координатнiй прямiй
лiворуч вiд точки A або праворуч вiд точки B (рис. 12).

Рис. 12

Нехай C — довiльна точка координатної прямої, яка розташова$
на лiворуч вiд точки A. Тодi CA CB CA AB2 . Враховуючи, що
CA CB 10 (за умовою), а AB 8, дiстаємо: 10 2 8CA , CA 1. Тоб$
то точка C має координату (–3).

НехайD — довiльна точка координатної прямої, яка розташова$
на праворуч точки B. Тодi DA DB DB AB2 . Враховуючи, що
DA DB 10 (за умовою), а AB 8, дiстаємо: 10 2 8DB ,DB 1. Тоб$
то точка C має координату 7.

Вiдповiдь. –3; 7.

б) x x38 4 6 5, , .

Розв’язання
Оскiльки 4 4x x , то розв’язуватимемо рiвняння

x x38 4 6 5, , .

Позначимо на координатнiй прямiй точки A 38, i B 4 (рис. 13).

Рис. 13

Коренi рiвняння — це числа, що вiдповiдають точкам коорди$
натної прямої, сума вiдстаней вiд яких до точок A i B дорiвнює 6,5.
AB 4 38 7 8, , . Оскiльки 6 5 7 8, , , то на координатнiй прямiй

немає точок, сума вiдстаней вiд яких до точок A 38, i B 4 дорiв$
нювала б 6,5.

Вiдповiдь. Коренiв немає.

в) x x35 0 5 3, , .

Розв’язання
Позначимо на координатнiй прямiй точки A 35, i B 0 5,

(рис. 14).
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Рис. 14

Коренi рiвняння — це координати точок координатної прямої,
сума вiдстаней вiд яких до точок A i B дорiвнює 3.

AB 35 0 5 3, , .

Оскiльки в правiй частинi рiвняння стоїть число 3, то це озна$
чає, що сума вiдстаней вiд будь$якої точки координатної прямої,
яка належить вiдрiзку AB, до точок A 35, i B 0 5, дорiвнює 3.

Вiдповiдь. 35 0 5, ; , .

Завдання для самостiйного розв’язування

1.12. Якi з чисел: –2; 0; 1; 2,5; 3,75; 4; 5; 5,5; 6; 7,5 є коренями
рiвняння:

а) x x1 4 3; б) x x1 4 5;

в) 1 4 7x x ?

1.13. Розв’яжiть рiвняння:

а) x x1 4 2; б) x x1 4 3;

в) 1 4 5x x ; г) 1 4 10x x .

1.14. Якi з чисел; –5; –4; –4,5; –3; –3,5; –2; –2,5; 0; 1,75; 2,8; 3; 3,5;
4; 4,5 є коренями рiвняння:

а) x x3 3 6; б) x x3 3 8?

1.15. Розв’яжiть рiвняння:

а) x x3 5 6; б) x x3 5 8;

в) x x3 5 10; г) x x3 5 13.

1.16. Розв’яжiть рiвняння:

а) x x3 7 8; б) x x3 7 10;

в) 3 7 10x x ; г) x x3 7 14;

д) x x3 7 16; е) x x2 5 2 5 4, , ;

ж) x x4 6 8 6, ; з) 2 4 8 2 58, , ,x x ;

и) x x2 4 8 2 10 2, , , .

16 Матеріали для факультативних занять, спецкурсів, гуртків. Математика 5–7

A B

–0,5–3,5

x
Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

1. Якi з чисел: –7; –4,5; –3; –2,5; 0; 3,5; 5; 7,5; 8; 10 є коренями
рiвняння:

а) x x3 3 6;

б) 2 5 7x x ?

а) x x3 3 20;

б) x x2 5 7?

2. Розв’яжiть рiвняння:

а) x x6 2 4;

б) x x6 2 3;

в) x x6 2 7

а) 2 6 4x x ;

б) x x2 6 3;

в) 2 6 7x x

3. Рiвняння, якi мiстять рiзницю модулiв

Розглянемо рiвняння виду x a x b c, де a b.
З геометричної точки зору розв’язати це рiвняння означає знайти

на координатнiй прямiй такi точки, для яких рiзниця вiдстаней до
точки з координатоюa i до точки з координатоюb дорiвнює числуc.

Приклади. Розв’язати рiвняння:
а) x x2 5 3.

Розв’язання
Позначимо на координатнiй прямiй точки A 2 i B 5 . Вiдстань

мiж ними дорiвнює AB 5 2 3 (рис. 15).

Рис. 15

Розглянемо три випадки.
1) ТочкаC x — довiльна точка координатної прямої, яка лежить

лiворуч вiд точки A (рис. 16).

Рис. 16

Вiдстанi вiд точки C x до точок A 2 i B 5 вiдповiдно дорiвню$
ють: CA x 2, CB x 5 . За умовою x x2 5 3, тобто
CA CB 3 (що вiдповiдає геометричному змiсту рiвняння). Але
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CB CA AB, тому CA CB CA CA AB AB — вiд’ємне число
i воно не може дорiвнювати 3. Це означає, що лiворуч вiд точки A
немає точок, координати яких є коренями рiвняння.

2) ТочкаD— довiльна точка координатної прямої, яка лежить мiж
точками A i B (рис. 17).

Рис. 17

Згiдно з геометричним змiстом рiвняння, рiзниця вiдстаней вiд
точки D до точки A 2 i до точки B 5 має дорiвнювати 3, тобто
DA DB 3. Але DA DB DA DB. Враховуючи, що

DA DB AB 3,

маємо: DA DB 3. Це означає, що й усерединi вiдрiзка AB немає
точок, координати яких є коренями рiвняння.

3) Точка E — довiльна точка координатної прямої, яка лежить
праворуч вiд точки B (рис. 18).

Рис. 18

Рiзниця вiдстаней вiд точки E до точки A 2 i до точки B 5 :
EA EB AB BE EB AB 3. Таким чином, для будь$якої точ$
ки E x , яка лежить на координатнiй прямiй праворуч вiд точки B,
виконується рiвнiсть x x2 5 3. Це означає, що всi точки, якi
лежать на координатнiй прямiй праворуч вiд точки B 5 , мають ко$
ординати, якi є коренями рiвняння x x2 5 3.

З’ясуємо, чи задовольняють рiвняння координати точок A i B.

x 2: 2 2 2 5 3;

x 5: 5 2 5 5 3.

Тобто число 5 є коренем рiвняння.
Таким чином, коренi рiвняння — усi числа промiжку 5; .
Вiдповiдь. 5; .

б) x x2 5 2.

Розв’язання
Оскiльки 5 5x x , то розв’язуватимемо рiвняння

x x2 5 2.

18 Матеріали для факультативних занять, спецкурсів, гуртків. Математика 5–7
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Зазначимо, що дане рiвняння вiдрiзняється вiд попереднього
тiльки числом, яке стоїть у правiй частинi. Тому можна скористати$
ся висновками, зробленими пiд час розв’язування попереднього
рiвняння.

1) Для координат усiх точок координатної прямої, якi лежать лi$
воруч вiд точки A 2 , виконується рiвнiсть x x2 5 3.

2) Для координат усiх точок координатної прямої, якi лежать пра$
воруч вiд точки B 5 , виконується рiвнiсть x x2 5 3.
Таким чином, коренями рiвняння x x2 5 2 можуть бути

тiльки координати точок вiдрiзка AB (рис. 17).
Довжина вiдрiзка AB 3. Нехай DA y, тодi DB y3 . Згiдно

з геометричним змiстом рiвняння, маємо:

DA DB 2 або y y3 2,

звiдки y 2 5, . Тодi координата точки D: 2 2 5 45, , .
Отже, число 4,5 — корiнь даного рiвняння.
Вiдповiдь. 4,5.
Узагальнюючи результати, здобутi пiд час розв’язування рiв$

няння x a x b c (a b), можна зробити висновок:
якщоc mабоc m, деm— вiдстань мiж точками A a iB b , то

дане рiвняння коренiв не має;
якщоc mабоc m, то рiвняння має нескiнченну множину ко$

ренiв: ;a або b; вiдповiдно;

якщо m c m, то рiвняння має єдиний корiнь: x a
m c

2
.

Приклад. Розв’язати рiвняння x x2 1 45 2 4, , , .

Розв’язання
Вiдстань мiж точками A 2 1, i B 45, дорiвнює AB 2 1 45 2 4, , , .

Згiдно з нашими позначеннями, у даному випадку: m 2 4, ; c 24.
Тобто c m i, як було показано вище, рiвняння має нескiнченну
множину коренiв: ; ,2 1 .

Вiдповiдь. ; ,2 1 .

Завдання для самостiйного розв’язування

1.17. Якi з чисел: –2; –1,5; 0; 0,5; 1; 2; 3,5; 4; 5,5; 7 є коренями
рiвняння:

а) x x1 2 3; б) x x1 2 3;

в) x x1 2 0?
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1.18. Розв’яжiть рiвняння:

а) x x1 2 3; б) x x1 2 3;

в) x x1 2 2; г) x x1 2 1;

д) x x1 2 2 5, ; е) x x1 2 15, .

1.19. Якi з чисел: –7; –5,5; –4,25; 0; 1,25; 2; 4; 4,5; 5; 7 є коренями
рiвняння:

а) x x5 1 4; б) x x5 1 4;

в) 5 1 2x x ; г) 5 1 2x x ?

1.20. Розв’яжiть рiвняння:

а) x x14 0 2 12, , , ; б) x x14 0 2 1, , ;

в) x x14 0 2 0, , ; г) x x14 0 2 12, , , .

1.21. Розв’яжiть рiвняння:

а) 2 3 14 2, ,x x ; б) x x2 3 14 37, , , ;

в) x x2 3 14 37, , , ; г) 2 3 14 0, ,x x .

1.22. Розв’яжiть рiвняння:

а) x x
2

3

1

3
1; б)

2

3

1

3
1x x ;

в) x x
2

3

1

3
0.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

1. Якi з чисел: –2; –1; 0; 1; 2; 3 є коренями рiвняння:

а) x x1 1 2;

б) 2 3 1x x ?

а) x x1 1 2;

б) 2 3 1x x ?

2. Розв’яжiть рiвняння:

а) 3 5 8x x ;

б) x x3 5 8;

в) 3 5 2x x ;

г) x x3 5 2

а) x x3 5 8;

б) x x3 5 8;

в) x x3 5 2;

г) x x3 5 2
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Контрольна робота з теми «Рiвняння з модулем»

Варiант 1
1. Складiть за умовою рiвняння та розв’яжiть його.

На координатнiй прямiй найдiть точки, якi вiддаленi вiд точки
з координатою 2,7 на вiдстань 5,4.

2. Якi з чисел: 4
1

3
; –3; –2; 1; 2; 5 є коренями рiвняння:

а) 2 3 7x ; б) 3 5 8x ?

3. Розв’яжiть рiвняння:

а)
2 5

7 2

14

0 7

x

,

,

,
; б) 2

3

2

3

x
;

в) x x2 6 10; г) x x2 6 4;

д) 2 5 2 5 5, ,x x .

Варiант 2
1. Складiть за умовою рiвняння та розв’яжiть його.

На координатнiй прямiй знайдiть точки, якi вiддаленi вiд точки
з координатою 3,6 на вiдстань 7,2.

2. Якi з чисел: –5; –4; –3,5; –1 є коренями рiвняння:

а) 2 3 5x ; б) 4 3 17x ?

3. Розв’яжiть рiвняння:

а)
3 4

36

18

0 9

x

,

,

,
; б) 3

4

1

4

x
;

в) x x3 5 9; г) x x3 5 4;

д) 35 35 7, ,x x .

§ 2. ЛIНIЙНI РIВНЯННЯ З ПАРАМЕТРАМИ

Найпростiшi лiнiйнi рiвняння з параметрами

Зазначимо, що будь$яке лiнiйне рiвняння можна записати у виг$
лядiax b, деa i b — деякi числа, x— змiнна. З’ясуємо скiльки коре$
нiв має лiнiйне рiвнянняax b залежно вiд значень коефiцiєнтiвa i b.
Для цього розглянемо приклади розв’язування лiнiйних рiвнянь.

Приклади. Розв’язати рiвняння:
а) 2 3 3 5 4x x x .
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Розв’язання
Використовуючи основнi властивостi рiвнянь, зведемо вихiдне

рiвняння до найпростiшого вигляду ax b:

2 6 15 3 4x x x , 2 3 6 15 4x x x , 2 3 1 25x , 4 25x .

Звiдки a 4, b 25. Рiвняння має єдиний корiнь:

x
b

a

25

4
6 25, .

Вiдповiдь. 6,25.
б) 2 3 3 4 4 5x x x.

Розв’язання
Використовуючи основнi властивостi рiвнянь, запишемо рiвнян$

ня у виглядi ax b:

2 6 15 3 4 5x x x, 2 3 5 6 15 4x x x , 2 3 5 25x , 0 25x .

Звiдки a 0, b 25. Рiвняння коренiв не має, оскiльки при будь$
якому значеннi змiнної x, лiва частина рiвняння дорiвнює нулю,
а права частина — числу, яке нулю не дорiвнює.

Вiдповiдь. Коренiв немає.
в) 2 3 3 5 5 21x x x .

Розв’язання
Використовуючи основнi властивостi рiвнянь, зведемо рiвняння

до найпростiшого вигляду ax b:

2 6 15 3 5 21x x x , 2 3 5 6 15 21x x x , 2 3 5 0x , 0 0x .

Звiдки a 0, b 0. Коренями рiвняння є всi числа (безлiч коре$
нiв), оскiльки при будь$якому значення змiнної x, рiвнiсть 0 0x
правильна.

Вiдповiдь. Усi числа.
Узагальнюючи результати, здобутi пiд час розв’язування цих

рiвнянь, можна зробити висновок:

якщоa 0, то при будь$якому значеннibрiвнянняax bмає єди$

ний корiнь x
b

a
;

якщо a 0, b 0, то рiвняння ax b коренiв не має;

якщо a 0, b 0, то рiвняння ax b має безлiч коренiв.
Цей висновок можна проiлюструвати за допомогою блок$схеми

(рис. 19).
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Рис. 19

Параметр — це змiнна або постiйна величина в рiвняннi, яка не
розглядається як така, що треба знайти, а навпаки, коренi рiвняння
знаходять залежно вiд цiєї величини.

Розв’язати рiвняння з параметрами означає з’ясувати, при яких
значеннях параметрiв рiвняння має коренi i знайти їх (як правило,
залежно вiд параметрiв, тобто розв’язування рiвняння повинно
супроводжуватись дослiдженням).

Наприклад у рiвняннi ax 5 7, x — змiнна величина, яку треба
знайти залежно вiд параметраa. Перетворивши це рiвняння, дiстане$

мо:ax 12. Отже, приa 0x
a

12
; приa 0 рiвняння коренiв не має.

Розглянемо деякi приклади дослiдження лiнiйних рiвнянь.
Приклад 1. Розв’язати рiвнянняax b3 залежно вiд параметрiв

a i b.

Розв’язання
Виконавши у рiвняннi ax b3 тотожнi перетворення, дiстане$

мо: ax b 3.

Якщо a 0, то x
b

a

3
при будь$якому b;

якщо a 0, то при b 3 рiвняння набуває вигляду 0 0x , тобто
коренями рiвняння є всi числа;
якщо a 0 i b 3, дiстанемо 0 3x b , причому b 3 0, така
рiвнiсть неможлива, тому рiвняння коренiв не має.
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Початок

ні a 0 так

x
b

a

Рiвняння
коренiв не має

такні b 0

Рiвняння має
безлiч коренiв

Кiнець



Вiдповiдь. При a 0 i будь$якому b x
b 3

2
; при a 0 i b 3 ко$

ренi рiвняння — всi числа; при a 0 i b 3 коренiв немає.
Приклад 2. Розв’язати рiвняння:
а) a a x a1 1 1 0 залежно вiд a.

Розв’язання
Запишемо рiвняння у виглядi:

a a x a1 1 1.

Добуток a a1 1 дорiвнює нулю при a 1 або a 1, тому роз$
глянемо такi випадки:

1) при a 1 рiвняння набуває вигляду 0 2x , яке коренiв не має;
2) при a 1 дiстанемо рiвняння 0 0x , коренi якого є всi числа;

3) при a 1 a a1 1 0, тому x
a

a a

1

1 1
, x

a

1

1
.

Вiдповiдь. При a 1 x
a

1

1
; при a 1 коренi рiвняння — всi

числа; при a 1 коренiв немає.
б) a x x a a x4 2 5 2 3 35, , .

Розв’язання
Перетворимо дане рiвняння, скориставшись основними власти$

востями рiвнянь:

a x x x a a4 2 5 35 2 3, , , a x a a4 2 5 35 2 3, , ,

a x a a2 2 3 .

Якщо a 2, то рiвняння має єдиний корiнь

x
a a

a

2 3

2
, x a 3.

Якщо a 2, то рiвняння набуває вигляду 0 0x , його коренями
є всi числа.

Вiдповiдь. При a 2 x a 3; при a 2 коренi — всi числа.
в) 7 5 2 55 3 42, ,x ax a x ax .

Розв’язання
Скориставшись властивостями рiвнянь, виконаємо в ньому пе$

ретворення:

7 5 2 55 3 42, ,x ax x ax a , a x a2 42 , a x a a2 2 2 .
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Якщо a 2, то рiвняння набуває вигляду 0 0x i його коренями
є всi числа.

Якщо a 2, то рiвняння має єдиний корiнь

x
a a

a

2 2

2
, x a 2.

Вiдповiдь. При a 2 коренi — всi числа; при a 2 x a 2.
г) ax x1 3.

Розв’язання
Рiвнiсть ax x1 3 виконується, якщо:

1) ax x1 3;
2) ax x1 3 .

Розглянемо кожний випадок окремо.
1) ax x1 3,

ax x 4, a x1 4.

Якщо a 1, то рiвняння набуває вигляду 0 4x . Рiвняння ко$
ренiв не має.

Якщо a 1, то x
a

4

1
.

2) ax x1 3 ,

ax x1 3, ax x 2, a x1 2.

Якщо a 1, то рiвняння набуває вигляду 0 2x . Рiвняння ко$
ренiв не має.

Якщо a 1, то x
a

2

1
.

Вiдповiдь. При a 1 x
a1

4

1
, x

a2

2

1
; при a 1 x

a

4

1
; при

a 1 x
a

2

1
.

Завдання для самостiйного розв’язування

1.23. Розв’яжiть рiвняння залежно вiд параметрiв a i b:
а) 4 bx a; б) b a x 3 ;

в) 4 1a bx ; г)
2

3
x a

b
;

д)
1

1
bx

a
; е) ax a x26 7 3

5

7
.
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1.24. Пiдберiть значення параметра a так, щоб рiвняння мало ко$
ренi:
а) 5 7 5x x a; б) x x x a2 2 ;

в)
a x

x x
2 2

1

2
8 ; г)

x a
x x

3 5
15

2

3
;

д) ax x3 1 7.
1.25. Дослiдiть рiвняння з параметром a:

а) 2 3 3x x a a; б) a x a x6 1 2 ;

в)
ax ax2

2

3

4
; г)

5

3

7

6

ax ax
;

д) ax x3 1 5; е) 7 2 3ax x ;

ж) a x x a2 1 ; з)
4 27

9

1

3

4

32

ax

a

x

a a
.

1.26. При яких значеннях параметра a рiвняння x a:
а) не має коренiв; б) має тiльки один корiнь;
в) має два коренi; г) має безлiч коренiв?

1.27. Розв’яжiть рiвняння:
а) ax 1 3; б) 2 1 1x ax ;
в) x ax2 1; г) 3 2ax x .

1.28. Знайдiть усi значення параметра a, при яких рiвняння
x x a1 3 має безлiч коренiв.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

1. Розв’яжiть рiвняння залежно вiд параметрiв a i b:

2 3
2

3
ax b x

1 5 2 1 5, ,a x a x b

2. Розв’яжiть рiвняння залежно вiд параметра a:

а) a a x a2 2 2;

б) x ax2 3

а) a a x a3 3 3;

б) x ax2 5

3. Пiдберiть значення параметра a так, щоб рiвняння мало коренi:

а)
a x x ax

2 3 2 6
;

б) 2 5x a

а)
x a ax

3 5 15
;

б) 3 2x a
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Контрольна робота з теми «Рiвняння з параметрами»

Варiант 1
1. Розв’яжiть рiвняння залежно від параметра а:

а) a x x x x1 3 5 5 3 2 3 16 ;

б)
ax x

a
2

2

3 3
; в) x ax1 4.

2. Пiдберiть значення параметраaтак, щоб рiвняння мало коренi:

а) a a x a1 1 1; б) 3 4 2x a ;

в) 0 5 3 35 2 4, ,x ax x .

Варiант 2
1. Розв’яжiть рiвняння залежно від параметра а:

а) 2 1 4 3 3 2 1 21 16a x x x x;

б)
x a ax

3 2 2

1

3
; в) x ax2 1.

2. Пiдберiть значення параметраaтак, щоб рiвняння мало коренi:

а) a a x a2 2 2; б) 4 2 1x a ;

в) 2 5 2 3 1 2, x ax x .
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Розділ ІІ. ФУНКЦІЇ ТА ГРАФІКИ

§ 1. ФУНКЦІЇ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТІ

1. Поняття функцiї

У навколишньому середовищi ми повсюди спостерiгаємо явища,
пов’язанi мiж собою. Зв’язки, якi супроводжують цi явища поляга$
ють у тому, що одна величина певним чином (за певним законом)
залежить вiд iншої.

Приклад 1. Вiдстань S, яку подолає потяг за t год, що рухається
зi швидкiстю v 80 км/год залежить вiд часу t:

S S t , S t80 .
Приклад 2. Площа круга S залежить вiд радiуса r цього круга:

S S r , S r r2 .

Приклад 3. Сила струму, що проходить через провiдник при
сталiй напрузiU0 , залежить вiд електричного опору провiдникаR:

I I R , I R
U

R
0 .

У загальному випадку, коли величина y залежить вiд величини
x, кажуть, що задано функцiю y f x . При цьому y називають за$
лежною величиною або функцiєю, x — незалежною змiнною або
аргументом функцiї.

У прикладi 1 незалежна змiнна — це час, а функцiя часу — це
вiдстань; у прикладі 2 незалежна змінна — радіус круга, а функ$
цiя — площа круга; у прикладi 3 незалежна змiнна — це величина
опору, а функцiя — величина сили струму.

У прикладах 1–3 залежнiсть однiєї величини вiд iншої було за$
дано за допомогою формули. Залежнiсть мiж величинами можна
встановлювати також за допомогою вiдповiдностi.

Приклад 4. Розглянемо множину учасникiв шкiльної матема$
тичної олiмпiади серед учнiв шостих класiв. Кожному елементу цiєї
множини поставимо у вiдповiднiсть натуральне число, яке є поряд$
ковим номером прiзвища учня в реєстрацiйному списку.

28 Назва

Абрамов 1

Березiна 2

Волуйко 3

Дацько 4

Кулiк 5

Мiхов 6

Назарова 7

Проценко 8

Саприкiн 9

Щербiна 10

Приклад 5. Розглянемо множину учасникiв шкiльної матема$
тичної олiмпiади серед учнiв шостих класiв. Кожному елементу цiєї
множини поставимо у вiдповiднiсть натуральне число, яке є поряд$
ковим номером мiсця, яке учень посiв на олiмпiадi.

Абрамов 4

Березiна 2

Волуйко 10

Дацько 9

Кулiк 1

Мiхов 5

Назарова 7

Проценко 6

Саприкiн 8

Щербiна 3

Аналiзуючи вiдповiдностi у прикладах 4–5, ми помiчаємо, що
одному й тому ж самому учню вiдповiдають рiзнi натуральнi числа.
Це означає, що цi вiдповiдностi задають рiзнi функцiї.

Сформулюємо означення функцiї.

Означення. Нехай задано двi множини X i Y. Якщо кожному
елементу x множини X поставлено у вiдповiднiсть деякий еле$
мент y множини Y, то така вiдповiднiсть називається
функцiєю.
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При цьому множину X називають областю визначення функцiї,
а множину Y — областю значень функцiї.

Як правило, область визначення функцiї y f x позначають
D f , а область значень — E f .

Означення. Графiком функцiї f називається множина всiх то$

чок x y; координатної площини, де y f x , а x «пробiгає» всю
область визначення функцiї f.

Завдання для самостiйного розв’язування

2.1. Нехай N — множина натуральних чисел, S n — сума цифр
натурального числа n. Чи є S n функцiєю, яка задана на мно$
жинi N?

2.2. Чи правильне твердження:
а) площа поверхнi куба є функцiєю вiд довжини його ребра;
б) об’єм куба є функцiєю вiд довжини його ребра?

2.3. Наведiть приклади функцiй f x , якi задовольняють умову:
а) f x визначена при всiх додатних x;
б) f x визначена тiльки при натуральних x;
в) f x визначена на множинi всiх чотирикутникiв.

2.4. Функцiю задано формулою y f x . Укажiть область визначен$
ня функцiї:

а) y
x

1
; б) y

x

2

2
;

в) y
x

x 2
; г) y x2 3;

д) y
x

x

1

1
; е) y x4 .

2.5. Функцiю задано формулою y x2 5. Обчислiть:

y 1 ; y 1 ; y
1

2
; y

1

2
; y 0 .

2.6. Функцiю задано формулою y
x

5
. Обчислiть:

y 1 ; y 1 ; y 5 ; y 5 ; y 0 .

2.7. Заповнiть таблицю:

x –5 –3,5 –2 –1 0 1 2 3,5 5

x2
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2.8. Функцiю задано формулою y x3 2 2 . Чи правильно, що:

а) y 1 1; б) y
1

2
2;

в) y 2 5; г) y 3 15?
2.9. Функцiю задано формулою f x x2 3. З’ясуйте, чи нале$

жить графiку цiєї функцiї точка:

а) A 1 1; ; б) B 1 1; ;

в) C 0 3; ; г) D 2 1; ;

д) F 2 7; ; е) D
1

2
2; .

2.10. Функцiю задано формулою f x x3 1. З’ясуйте, чи нале$

жить графiку цiєї функцiї точка:

а) A 0 1; ; б) B 1 0; ;

в) G 2 9; ; г) D 2 9; .

2.11. Довжина однiєї сторони прямокутника дорiвнює x см, а дру$
гої — на 2 см менше. Виразiть черезxпериметрPi площуSцього
прямокутника.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

1. Функцiю задано формулою

y x2 1.

а) Знайдiть: y 4 5, ; y 10 ; y 13 ;

б) знайдiть значення x, при
якому y 19

y x2 1.

а) Знайдiть: y 5 5, ; y 5 ; y 10 ;

б) знайдiть значення x, при
якому y 19

2. Укажiть область визначення функцiї:

а) y
x

x

3

2
;

б) y x3 2

а) y
x

x

5

3
;

б) y x3 3

3. Функцiю задано формулою

y x2 32 y x3 2

Чи належить графiку функцiї точка:

а) M 1 1; ;

б) N 2 1; ?

а) N 1 1; ;

б) P 1 4; ?
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2. Способи задання функцiй

Із означення функцiї випливає, що для її задання необхiдно вка$
зати двi множини чисел X D f i Y E f i вiдповiднiсть мiж

ними. Це можна зробити за допомогою чотирьох способiв: таблично$
го, аналiтичного, графiчного та словесного.

Табличний спосiб

За табличного способу задання функцiї в певному порядку запи$
сують значення аргументу: x x x xn1 2 3, , ,..., , а потiм вiдповiднi зна$
чення функцiї: y y y yn1 2 3, , ,..., .

Так, наприклад, побудованi таблицi квадратiв чисел, значень
тригонометричних функцiй тощо.

Табличний спосiб часто використовують у природознавствi та
технiцi, де результати експериментiв зазвичай записують за допо$
могою таблиць.

Приклад 1. Результати дослiдження залежностi величини по$
стiйного струму I вiд величини напруги U за умови, що загальний
опiр R величина постiйна, поданi у виглядi таблицi 1.

Таблиця 1

U, вольт 3 6 9 12 15 18 21

I, ампер 1 2 3 4 5 6 7

Цiєю таблицею встановлена функцiональна залежнiсть I I U .
Перевага табличного способу задання функцiї полягає в простотi

знаходження значень функцiї за значеннями аргументу.
Але таблиця не дає повного уявлення про змiну функцiї залежно

вiд аргументу. Крiм того, для знаходження значень функцiї за зна$
ченнями аргументу, що не вказанi в таблицi, доводиться виконува$
ти додатковi обчислення. Недолiком цього способу є i вiдсутнiсть
достатньої наочностi.

Аналiтичний спосiб

Цей спосiб полягає в тому, що задається формула, за допомогою
якої за заданими значеннями аргументу можна знайти вiдповiднi
значення функцiї.

Приклад 2. Функцiональна залежнiсть, встановлена таблицею

1, може бути задана формулою I
U

R
(закон Ома).
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Приклад 3. Кiлькiсть цукру, необхiдного для виготовлення дже$
му, залежить вiд кiлькостi ягiд: чим бiльше ми пiдготуємо ягiд, тим
бiльше нам знадобиться цукру.

Цю залежнiсть задає формула y kx, де k — коефiцiєнт про$
порцiйностi, y (у даному випадку) — маса цукру, x — маса ягiд.

Зокрема, якщо k 15, , то можна легко пiдрахувати кiлькiсть
цукру, яка знадобиться для виготовлення джему iз ягiд у кiлькостi
3 кг, 4 кг, 5 кг i т. д.

Залежнiсть y kx називається прямою пропорцiйнiстю.
Часто зустрiчається така залежнiсть y вiд x, що при збiльшеннi

(зменшеннi) аргументу в декiлька разiв, значення функцiї змен$
шується (збiльшується) у стiльки ж разiв.

Така залежнiсть називається оберненою пропорцiйнiстю i вира$

жається формулою y
k

x
.

Приклад 4. Пiд час рiвномiрного руху на одну й ту саму вiдстань

швидкiсть обернено пропорцiйна часу: v
S

t
0 , де S0 — постiйна ве$

личина.
Приклад 5. Густина речовини при постiйнiй масi обернено про$

порцiйна її об’єму:
m

V
0 , де m0 — постiйна величина.

Приклад 6. Об’єм кулi залежить вiд радiуса кулi. Ця залежнiсть

є функцiєю, яку можна задати формулою V R
4

3
3 .

Приклад 7. Площа поверхнi сфери залежить вiд радiуса сфери.
Ця залежнiсть є функцiєю, яку можна задати формулою S R4 2 .

Переваги аналiтичного способу полягають у простотi задання
функцiї, можливостi обчислення значення функцiї за заданим зна$
ченнями аргументу, можливостi всебiчного дослiдження властивос$
тей функцiї.

Недостатня наочнiсть та можлива трудомiсткiсть обчислення
значень функцiї — недолiки аналiтичного способу задання функцiї.

Графiчний спосiб

Ми вже знаємо, що графiком функцiї y f x називається мно$
жина точок координатної площини з координатами x y; , де y f x .
Рiвнiсть y f x називається рiвнянням цього графiка.

Функцiю задано графiчно, якщо зображено її графiк.
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Приклад 8. Графiком функцiональної залежностi I
U

R
з ураху$

ванням значень наведених в таблицi 1, є пiвпряма, зображена на
рисунку 1.

Рис. 1

Функцiї, що задано аналiтично, можуть бути заданi i графiчно.
До графiка, як i до таблицi неможна безпосередньо застосувати

методи дослiдження функцiй, але графiк має беззаперечну перевагу
перед iншими способами задання функцiй — наочнiсть.

Словесний спосiб

Функцiя може бути задана словесно або описово.
Приклад 9. У вищiй математицi вивчається функцiя Дiрiхле*,

яка задається таким чином:
y 1 для всiх рацiональних чисел;
y 0 для решти чисел**.
Така функцiя не може бути задана таблично, тому що визначена

при всiх числах (а їх безліч); вона також не може бути задана
графiчно. Аналiтичний вираз для цiєї функцiї було знайдено, але
вiн такий складний, що не має практичного застосування. І тiльки
словесний спосiб коротко i чiтко задає функцiю Дiрiхле.

Завдання для самостiйного розв’язування

2.12. За допомогою наведеної таблицi задано деяку функцiюy f x .

x –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5

f x 24 15 8 3 0 –1 0 3 8 15 24
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U

I

3 6 9 12 15            18 21

7
6
5
4
3
2
1
0

* Діріхле Петер Густав (1805–1859) — німецький математик.

** Поняття ірраціонального числа вводиться у 8 класі.

Знайдiть:

а) область визначення функцiї;

б) множину значень функцiї;

в) f 3 ; f 0 ; f 4 ; f 5 ;

г) значення аргументу x, при яких значення функцiї дорiвнює
3; 8; 0.
Чи можна цю залежнiсть задати аналiтично (за допомогою фор$
мули)? Якщо можна, то знайдiть цю формулу.

2.13. Деяку залежнiсть задано за допомогою графiка (див. рис.).

Чи є ця залежнiсть функцiєю? Вiдповiдь обґрунтуйте.

2.14. Задано функцiю y f x :

f x

y

y x

y

1

0 0

1

для ,

1) Знайдiть: f 43, , f 1000 , f 0 , f 59, , f 100 2, ;

2) побудуйте графiк цiєї функцiї.

3. Парнi та непарнi функцiї

Означення. Функцiя f називається парною, якщо її область

визначення симетрична вiдносно нуля i для всiх x iз областi
визначення виконується рiвнiсть: f x f x .

Приклади парних функцiй: y x1
2 ; y x2 , y x3

41 .

Всi цi функцiї визначенi при всiх x i виконуються рiвностi:

y x x x y x1

2 2
1 ;

y x x x y x2 2 ;

y x x x y x3

4 4
31 1 .
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Означення. Функцiя f називається непарною, якщо її область

визначення симетрична вiдносно нуля i для всiх x iз областi
визначення виконується рiвнiсть: f x f x .

Приклади непарних функцiй:

y x1 ; y x2
3 ; y x x3 ; y

x4

1
.

Кожна з функцiй y1 , y2 , y3 визначена при всiх x i виконуються
рiвностi:

y x x y x1 1 ; y x x x y x2

3 3
2 ;

y x x x x x y x3 3 .

Функцiя y4 визначена при всiх x, крiм x 0 (область визначення
також симетрична вiдносно нуля) i виконується рiвнiсть:

y x
x x

y x4 4

1 1
.

Із означення парної функцiї випливає, що її графiк симетрич$
ний вiдносно осiOY (рис. 2), а iз означення непарної функцiї випли$
ває, що її графiк симетричний вiдносно початку координат (рис. 3).

Рис. 2                                                             Рис. 3

Означення. Якщо область визначення функцiї не симетрична
вiдносно нуля i не виконується жодна з рiвностей: f x f x ,
f x f x , то функцiя не є парною, нi непарною; такi функ$
цiї називаються функцiями загального виду.

Приклади функцiй загального виду:

y x1
3 1, y x x2

22 , y
x3

1

2
.
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у

f x0

хx0 0 x0

f x0 f x0

x0

х

f x0

у

0 x0

Функцiї y1 та y2 визначенi при всiх x, але

y x x x x1

3 3 31 1 1 ,

тобто y x y x1 1 i y x y x1 1 .

Аналогiчно

y x x x x x2

2 22 2 ,

y x y x2 2 i y x y x2 2 .

Функцiя y3 визначена при всiх x, крiм x 2, отже, її область виз$
начення не є симетричною вiдносно нуля.

Завдання для самостiйного розв’язування

2.15. Доведiть, що функцiя є парною:

а) y x5 2 ; б) y x37 2, ;

в) y x
1

2
2 ; г) y x x2 2 4 ;

д) y x57 4, ; е) y x7 6 .

2.16. Доведiть, що функцiя є непарною:

а) y x5 ; б) y x2 3, ;

в) y x x2 3 ; г) y
x

2
;

д) y
x

35,
; е) y x

x

1
.

2.17. Доведiть, що дана функцiя загального виду:

а) y x2 3; б) y x x1 2 2 ;

в) y x1 3 ; г) y
x

1
2

;

д) y x x2 5 ; е) y x
1

7
1.

2.18. Визначте, якi з наведених функцiй є парними, непарними, за$
гального виду (вiдповiдь обґрунтуйте):

а) y x4 0 5 2, ; б) y x x4 0 5 2, ;

в) y x x4 0 5 3, ; г) y
x

x

2 1
;

д) y x5 2 .
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Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

Визначте, якi з наведених функцiй є парними, непарними,
загального виду (вiдповiдь обґрунтуйте):

а) y x5 7;

б) y x0 5 22, ;

в) y x
x

2
;

г) y x x4 34 2

а) y x1 5 3 2, ;

б) y x7 2 ;

в) y x
x

2
1

;

г) y x x4 52 4

4. Зростання й спадання функцiй

Розглянемо функцiю y x2 5. Для цiєї функцiї y 1 3;
y 2 1; y 3 1. Тобто бiльшому значенню аргументу вiдповiдає
бiльше значення функцiї.

Означення. Функцiя y f x називається зростаючою на де$

якiй множинi P, якщо бiльшому значенню аргументу вiдпо$
вiдає бiльше значення функцiї (якщо x x1 2 , то f x f x1 2

для будь$яких x1 , x2 iз множини P).

Отже, функцiя y x2 5 є зростаючою при всiх x.
Розглянемо функцiю y x3 5. Для цiєї функцiї y 1 2;

y 2 1; y 3 4. Тобто бiльшому значенню аргументу вiдповiдає
менше значення функцiї.

Означення. Функцiя y f x називається спадною на деякiй

множинi P, якщо бiльшому значенню аргументу вiдповiдає
менше значення функцiї (якщо x x1 2 , то f x f x1 2 для
будь$яких x1 , x2 iз множини P).

Отже, функцiя y x3 5 є спадною при всiх x.
Графiк зростаючої функцiї «йде вгору» (рис. 4), а спадної —

«спускається вниз» (рис. 5).

Означення. Промiжки, на яких функцiя або тiльки зростає,
або тiльки спадає, називаються промiжками монотонностi.

Приклад. На рисунку 6 зображено графiк функцiї y f x , яка

задана на множинi 2 5; . Користуючись графiком, знайдiть, при
яких значеннях x функцiя:
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а) зростає;
б) спадає;
в) набуває найбiльшого значення;
г) набуває найменшого значення.

Рис. 4                                    Рис. 5                                          Рис. 6

Розв’язання
За рисунком видно, що при x 2 2; графiк функцiї «йде вго$

ру», тобто функцiя зростає; якщо x 2 5; , графiк функцiї «спус$
кається вниз», тобто функцiя спадає.

Найбiльше значення функцiї дорiвнює 4 i досягається при x 2;
найменше значення функцiї дорiвнює –1 i досягається при x 2.

Вiдповiдь. Функцiя зростає при x 2 2; ; спадає при x 2 5; ;

при x 2 набуває найбiльшого значення, що дорiвнює 4; при x 2
набуває найменшого значення, що дорiвнює –1.

Розглянемо поняття швидкостi змiнювання (зростання або спа$
дання) лiнiйної функцiї — функцiї, що задається формулою y kx b.

Означення. Нехай x1 , x2 — будь$якi аргументи функцiї, y1 , y2 —

вiдповiднi значення цiєї функцiї. Швидкiстю змiнювання
лiнiйної функцiї називається величина k, яка показує у скiль$
ки разiв рiзниця y y2 1 , більша від різниці x x2 1 . При цьому,
якщоk 0, то функція зростає, якщо k 0, — функція спадає.

Приклад. Знайти швидкiсть змiнювання функцiї:
а) y x2 5.

Розв’язання
Нехай x1 1, x2 2. Тодi y1 3, y2 1.

k
y y

x x
2 1

2 1

1 3

2 1
2.

Вiдповiдь. Функцiя зростає зi швидкiстю 2.
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б) y x3 5.

Розв’язання

Нехай x1 1, x2 2. Тодi y1 2, y2 1.

k
y y

x x
2 1

2 1

1 2

2 1
3.

Вiдповiдь. Функцiя спадає зi швидкiстю 3.

Зауваження. Із розглянутих прикладiв можна зробити висно$
вок, що швидкiсть змiнювання лiнiйної функцiї y kx b дорiвнює
коефiцiєнту k. При k 0 функцiя зростає зi швидкiстю k; при k 0,
функцiя спадає зi швидкiстю k .

Звернiть увагу! Тiльки у випадку лiнiйної функцiї величина k
є постiйною, тобто не змiнюється залежно вiд обраних значень x1 i x2 .

Завдання для самостiйного розв’язування

2.19. З’ясуйте, зростає чи спадає функцiя:

а) y x2 ; б) y x2 3;

в) y x2 3; г) y x
1

2
;

д) y x
1

2
3; е) y x

1

2
3.

2.20. Знайдiть швидкiсть зростання або спадання функцiї:

а) y x 3; б) y x 2;

в) y x 3; г) y x 2;

д) y x2 3; е) y x
1

2
2.

2.21. Користуючись графiком функцiї, що зображений на рисун$
ку 7, знайдiть промiжки зростання i спадання функцiї.

а)                                             б)                                          в)
Рис. 7
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0   1 х

у

2

–1,5      0 х

у

2

–2 0 2 х

у

1

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

1. Укажiть промiжки зростання функцiї

y x2 3 y x
1

2
2

2. Дослiдiть на монотоннiсть функцiю:

а) y x3
1

2
;

б) y x3 2 ;

в) y 5

а) y x
1

4
5;

б) y x6 3 ;

в) y 6

Контрольна роботаз теми «Функції та їх властивості»

Варiант 1
1. Знайдiть область визначення функції:

а) f x
x

x

1

2
; б) f x

x

x

4

12
.

2. Знайдiть множину значень функцiї f x x3 2 5.

3. Графiк функцiї y
k

x
проходить через точку A 4 2; . Знайдiтьk.

4. На рисунку зображений гра$
фiк функцiї y f x , яка виз$
начена на множинi 4 3; .
Користуючись графiком,
знайдiть, при яких значен$
нях x функцiя:
а) зростає;
б) спадає;
в) набуває найбiльшого зна$
чення;
г) набуває найменшого зна$
чення.

5. Дослiдiть на парнiсть функцiю:

а) f x
x

1
3

; б) f x x 1;

в) f x
x

1

2
.
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Варiант 2
1. Знайдiть область визначення функцiї:

а) f x
x

x

3 6

2
; б) f x

x

x

2 1

2 4
.

2. Знайдiть множину значень функцiї f x x1
1

2
2.

3. Графiк функцiїy kx 2проходить через точкуB 1 3; . Знайдiтьk.
4. На рисунку зображений гра$

фiк функцiї y f x , яка виз$
начена на множинi 3 4; .
Користуючись графiком,
знайдiть, при яких значен$
нях x функцiя:
а) зростає;
б) спадає;
в) набуває найменшого зна$
чення;
г) набуває найбiльшого зна$
чення.

5. Дослiдiть на парнiсть функцiю:

а) f x
x

1

1
; б) f x x x3 ;

в) f x
x

1

1
.

§ 2. ПОБУДОВА ГРАФІКІВ ФУНКЦІЙ,
ЩО МІСТЯТЬ МОДУЛІ

1. Графiки функцiй y x , y kx b

Ми знаємо, що графiками функцiй y kx (пряма пропорцiйнiсть)
i y kx b (лiнiйна функцiя) є пряма.

Пригадаємо, що графiком функцiї y x є бiсектриса І i ІІІ коор$
динатних кутiв, а графiком функцiї y x є бiсектриса ІІ i IV коор$
динатних кутiв (рис. 8).

Побудуємо графiк функцiї y x. Пригадаємо означення модуля
числа:
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2

у

–3 –1 0 2         4 х

1

–1

x
x x

x x

, ,

, .

якщо

якщо

0

0

Рис. 8                                                     Рис. 9

Користуючись рисунком 8 i означенням модуля числа, дiстане$
мо графiк функцiї y x (рис. 9).

Таким чином, графiк функцiї y x — це ламана, яка складається
з двох пiвпрямих, одна з них — бiсектриса першого, а друга — бiсе$
ктриса другого координатних кутiв.

Розглянемо ще декiлька прикладiв графiкiв функцiй, що мiс$
тять модуль.

Приклади. Побудувати графiк функцiї:
а) y x 2.

Розв’язання
Введемо допомiжну функцiю

y x0 2 i побудуємо її графiк.
Функцiя y x0 2 — лiнiйна, її
графiк — пряма, що проходить
через точки 2 0; i 0 2; (рис. 10).

За означенням модуля числа,
маємо:

x
x x

x x
2

2 2 0

2 2 0

, ,

, .

якщо

якщо

За допомогою рисунка 10 встановлюємо, що x 2 0, якщо x 2;
x 2 0, якщо x 2.

Тобто

y
y x

y x
0

0

2

2

, ,

,

якщо

якщо
або y

x x

x x

2 2

2 2

, ,

, .

якщо

якщо
(*)
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Введемо ще одну допомiжну функцiю y x1 2 i побудуємо її
графiк (рис. 11).

Зiставляючи графiки функцiй на рисунках 10 i 11 i враховуючи
умову (*), дiстанемо графiк функцiї y x 2 (рис. 12).

Рис. 11                                                     Рис. 12

б) y x 2.

Розв’язання
Введемо допомiжну функцiю y x0 2 i побудуємо її графiк

(рис. 13).
За означенням модуля числа, маємо:

x
x x

x x
2

2 2 0

2 2 0

, ,

, .

якщо

якщо

За допомогою рисунка 13 встановлюємо, що x 2 0, якщо x 2;
x 2 0, якщо x 2.

Тобто

y
y x

y x
0

0

2

2

, ,

,

якщо

якщо
або y

x x

x x

2 2

2 2

, ,

, .

якщо

якщо

Введемо ще одну допомiжну функцiю y x1 2 i побудуємо її
графiк (рис. 14).

Рис. 13                                                       Рис. 14
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0 2 х

2

1

0 1   2 х

у

y x1 22

–1
0 1 х

у

y x0 2

–2 0 1      2 х

у

y x1 2
–2

2

–2

Зiставляючи графiки функцiй на рисунках 13 i 14 i враховуючи
умову (*), дiстанемо графiк функцiї y x 2 (рис. 15).

Рис. 15

Завдання. Порiвняйте графiки функцiй y x 2 i y x 2 (ри$
сунки 12 i 15) з графiком функцiї y x (рис. 9).

Зробiть висновок.
в) y x2 5 .

Розв’язання
Введемо допомiжну функцiю y x0 2 5 i побудуємо її графiк

(рис. 16).
За означенням модуля числа, маємо:

2 5
2 5 2 5 0

2 5 2 5 0
x

x x

x x

, ,

, .

якщо

якщо

За допомогою рисунка 16 встановлюємо, що 2 5 0x , якщо
x 2 5, ; 2 5 0x , якщо x 2 5, .

Тобто

y
y x

y x
0

0

2 5

2 5

, , ,

, ,

якщо

якщо
або y

x x

x x

2 5 2 5

2 5 2 5

, , ,

, , .

якщо

якщо
(*)

Рис. 16                                                   Рис. 17

Введемо ще одну допомiжну функцiю y x1 2 5 i побудуємо її
графiк (рис. 17).
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Зiставляючи графiки функцiй на рисунках 16 i 17 i враховуючи
умову (*) дiстанемо графiк функцiї y x2 5 (рис. 18).

Рис. 18

г) y x2 5 .
Введемо допомiжну функцiю y x0 2 5 i побудуємо її графiк

(рис. 19).
За означенням модуля числа, маємо:

2 5
2 5 2 5 0

2 5 2 5 0
x

x x

x x

, ,

, .

якщо

якщо

За допомогою рисунка 19 встановлюємо, що 2 5 0x , якщо
x 2 5, ; 2 5 0x , якщо x 2 5, .

Тобто

y
y x

y x
0

0

2 5

2 5

, , ,

, ,

якщо

якщо
або y

x x

x x

2 5 2 5

2 5 2 5

, , ,

, , .

якщо

якщо
(*)

Рис. 19                                    Рис. 20                                   Рис. 21

Введемо ще одну допомiжну функцiю y x1 2 5 i побудуємо її
графiк (рис. 20).

Зiставляючи графiки функцiй на рисунках 18 i 19 та враховую$
чи умову (*), дiстанемо графiк функцiї y x2 5 (рис. 21).
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у

0 2,5 х

5

–2,5      0 х

у

y x1 2 5

–5

5

y x0 2 5

у

–2,5      0 х

1

5

–2,5 0 х

у

Завдання. Побудуйте графiк функцiї y x2 i порiвняйте з ним
графiки функцiй y x2 5 i y x2 5 (рис. 18 i 21).

Завдання для самостiйного розв’язування

2.22. Побудуйте графiк функцiї:
а) y x2 ; б) y x2 3;

в) y x2 3; г) y x
1

2
;

д) y x
1

2
3; е) y x

1

2
3.

2.23. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x2 ; б) y x2 3 ;

в) y x2 3 .

Порiвняйте графiки цих функцiй i зробiть висновок.
2.24. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x
1

2
; б) y x

1

2
3 ;

в) y x
1

2
3 .

Порiвняйте графiки цих функцiй i зробiть висновок.
2.25. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x 3 ; б) y x 3 ;

в) y x 3 ; г) y x 3 ;

д) y x3 5 ; е) y x3 5 ;

ж) y x5 ; з) y x5 .

2.26. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x3 5 ; б) y x3 5 ;

в) y x4
1

2
; г) y x4

1

2
;

д) y x3 5 ; е) y x3 5 ;

ж) y x4
1

2
; з) y x4

1

2
.
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Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

Побудуйте графiк функцiї:

а) y x 4;

б) y x4 ;

в) y x5 ;

г) y x4 2 ;

д) y x4 2 ;

е) y x5
1

2

а) y x 5;

б) y x5 ;

в) y x4 2 ;

г) y x6 2 ;

д) y x6 2 ;

е) y x4
1

2

2. Побудова графiкiв функцiй виду y ax b cx d

Розглянемо алгоритм побудови графiкiв функцiй такого виду на
прикладах.

Приклади. Побудувати графiк функцiї:
а) y x x3 2.

Розв’язання
1) Введемо допомiжнi функцiї y x1 3 та y x2 2 i побудуємо

їхнi графiки на однiй координатнiй площинi (рис. 22).

Рис. 22

2) Назвемо точки, в яких допомiжнi функцiї дорiвнюють нулю,
контрольними.
y1 0, якщо x 3; y2 0, якщо x 2. Складемо таблицю значень

функцiй y1 , y2 , y у контрольних точках.
Таблиця 1

x y1 y2 y y y1 2

–3 0 5 –5

2 5 0 5
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2y x1 3

у

–3 0         2 х

1

y x2 2

3) Контрольнi точки розбивають область визначення функцiї на
три промiжки. Розглянемо поведiнку функцiй y1 , y2 , y y y1 2

на кожному з них.
Якщо x 3, то функцiя y x x1 3 3 спадає (швидкiсть спа$

дання дорiвнює 1), функцiя y x x2 2 2 також спадає з такою ж
швидкiстю. Швидкiсть спадання функцiї y y y x1 2 2 1 дорiв$
нює 2. Отже, графiком функцiї y y y1 2 є промiнь з початком
у точцi 3 0; .

Якщо 3 2x , то функцiя y x x1 3 3 зростає з постiйною
швидкiстю, що дорiвнює 1, функцiя y x x2 2 2 спадає зi швид$
кiстю 1. Отже, функцiя y y y1 2 не зростає i не спадає, а набуває
постiйного значення, що дорiвнює 5.

Якщо x 2, то функцiя y1 зростає (швидкiсть дорiвнює 1), y2 та$
кож зростає. Отже, функцiя y y y1 2 на цьому промiжку зростає
з постiйною швидкiстю, що дорiвнює 2. При x 2 графiком функцiї
y y y1 2 є промiнь з початком у точцi 2 0; .

4) Для побудови графiка функцiї y y y1 2 при x 3 i x 2 (вiдпо$
вiдних променiв) вiзьмемо по однiй точцi з кожного з цих iнтер$
валiв. Нехай це будуть точки x 4i x 3(назвемо такi точки до$
датковими). Складемо таблицю додаткових значень функцiї y:

Таблиця 2

x y y y1 2

–4 7

3 7

5) Побудуємо графiк функцiї y x x3 2 (рис. 23).

Рис. 23
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Висновок. Графiк функцiї виду y ax b cx d — ламана.
б) y x x2 3 4.

Розв’язання
1) Введемо допомiжнi функцiї y x1 2 3 та y x2 4 i побудуємо

їхнi графiки на однiй координатнiй площинi (на рисунку 24 цi
графiки зображено пунктиром).

Рис. 24

2) y1 0, якщо x 15, ;
y2 0, якщо x 4 — контрольнi точки.
Складемо таблицю значень функцiї в контрольних точках.

Таблиця 1

x y1 y2 y y y1 2

1,5 0 2,5 2,5

4 5 0 5

3) Виберемо додатковi точки: x 0 i x 5. Складемо таблицю додат$
кових значень функцiї y.

Таблиця 2

x y y y1 2

0 7

5 8

4) За даними таблиць 1 i 2 i з урахуванням того, що графiк функцiї
y x x2 3 4 — ламана, будуємо графiк цiєї функцiї (рис. 24).
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2,5

y x1 2 3

у

0      1,5 4   5 х

1

y x2 4

5

y x x2 3 4

7

8

Зауваження. Замiсть таблиць 1 i 2 можна скласти одну табли$
цю, за допомогою якої можна знаходити значення функцiї i в кон$
трольних, i в додаткових точках.

в) y x x4
1

2
2 .

Розв’язання

1) Допомiжнi функцiї: y x1 4 та y x2

1

2
2 (їхнi графiки на ри$

сунку 25 зображено пунктиром).
2) Контрольнi точки: x 4; x 4.
3) Додатковi точки: x 5 i x 5.
4) Таблиця значень функцiй у контрольних та додаткових точках:

x y1 y2 y y y1 2

–5 1 4,5 5,5

–4 0 4 4

4 8 0 8

5 9 0,5 9,5

5) Графiк функцiї y x x4
1

2
2 на рисунку 25 зображений су$

цiльною лiнiєю.

Рис. 25
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г) y x x x2 2 4 .

Розв’язання
1) Допомiжнi функцiї: y x1 2, y x2 2, y x3 4 .
2) Контрольнi точки: x 2; x 2; x 4.
3) Додатковi точки: x 3; x 5.
4) Таблиця значень функцiй у контрольних та додаткових точках:

x y1 y2 y3 y y y y1 2 3

–3 1 5 7 13

–2 0 4 6 10

2 4 0 2 6

4 6 2 0 8

5 7 3 1 11

5) Графiк функцiї y x x x2 2 4 (рис. 26).

Рис. 26

Завдання для самостiйного розв’язування

2.27. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x2 2; б) y x x3 4 ;

в) y x x2 3 ; г) y x x5 .
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1
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2.28. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x2 3 ; б) y x x3 2 5 ;

в) y x x1 3 2; г) y x x5 2 .

2.29. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x2
1

2
; б) y x x3

1

2
1 ;

в) y x x1 2
1

3
; г) y x x1

1

2
.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x4 4;

б) y x x2 3 2;

в) y x x1
1

2
1;

г)* y x x x2 1

а) y x x2 2;

б) y x x2 2 3;

в) y x x
1

2
1 1;

г)* y x x x2 1

3. Побудова графiкiв функцiй виду y ax b cx d

Побудова графiка функцiї виду y ax b cx d може бути зве$

дена до побудови графiка функцiї y ax b cx d .

Приклади. Побудувати графiк функцiї:
а) y x x3 4 .

Розв’язання
1) Допомiжнi функцiї: y x1 3 та y x2 4 (їх графiки на рисун$

ку 27 зображено пунктиром).
2) Контрольнi точки: x 3, x 4.
3) Виберемо додатковi точки: x 4, x 5.
4) Таблиця значень функцiй в контрольних та додаткових точках:

x y1 y2 y y y1 2

–4 1 –8 –7

–3 0 –7 –7

4 7 0 7

5 8 –1 7
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5) Графiк функцiї y x x3 4 на рисунку 27 зображено суцiль$
ною лiнiєю.

Рис. 27

б) y x x2 3 1.

Розв’язання
1) Допомiжнi функцiї: y x1 2 3 та y x2 1 (їх графiки на рисун$

ку 28 зображенi пунктиром).
2) Контрольнi точки: x 15, , x 1.
3) Додатковi точки: x 2, x 2.
4) Таблиця значень функцiй у контрольних та додаткових точках:

x y1 y2 y y y1 2

–2 7 –1 6

–1 5 0 5

1,5 0 –2,5 –2,5

2 1 –3 –2

5) Графiк функцiї y x x2 3 1 на рисунку 28 зображено суцiль$
ною лiнiєю.
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y x x3 4

y x2 4

у

–3 0 х

–7

7

y x1 3

4

Рис. 28

в) y x x2 1.

Розв’язання
1) Допомiжнi функцiї: y x1 2 та y x2 1 (їх графiки на рисун$

ку 29 зображенi пунктиром).

Рис. 29

2) Контрольнi точки: x 2 i x 1.
3) Додатковi точки: x 3 i x 2.
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4) Таблиця значень функцiй у контрольних та додаткових точках:

x y1 y2 y y y1 2

–3 —1 4 3

–2 0 3 3

1 –3 0 –3

2 –4 1 –3

5) Графiк функцiї y x x2 1 на рисунку 29 зображено су$
цiльною лiнiєю.

г) y x x
1

2
1 4 .

Розв’язання

1) Допомiжнi функцiї: y x1

1

2
1 та y x2 4 .

2) Контрольнi точки: x 2 i x 4.

3) Додатковi точки: x 0 i x 6.

4) Таблиця значень функцiй у контрольних та додаткових точках:

x y1 y2 y y y1 2

0 1 4 –3

2 0 –2 –2

4 1 0 1

6 2 –2 0

Рис. 30
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–3

y x2 4

у

0   1   2            4         6 х

1

y x x
1

2
1 4

y x1

1

2
1

–2

5) Графiк функцiї y x x
1

2
1 4 на рисунку 30 зображено су$

цiльною лiнiєю.

д) y x x x4 2.

Розв’язання

1) Допомiжнi функцiї: y x1 4 , y x2 , y x3 2.

2) Контрольнi точки: x 4, x 0, x 2.

3) Додатковi точки: x 5 i x 3.

4) Таблиця значень функцiй у контрольних та додаткових точках:

x y1 y2 y3 y y y y1 2 3

–5 1 –5 –7 –11

–4 0 –4 –6 –10

0 4 0 –2 2

2 6 –2 0 4

3 7 –3 –1 3

5) Графiк функцiї y x x x4 2 зображено на рисунку 31.

Рис. 31
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Завдання для самостiйного розв’язування

2.30. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x3 2; б) y x x2 3 ;

в) y x x2 3 ; г) y x x3 2.

2.31. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x2 5 1; б) y x x1 2 5 ;

в) y x x2 5 1; г) y x x1 2 5 .

2.32. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x
1

2
2 2; б) y x x2

1

2
2 ;

в) y x x
1

2
2 2; г) y x x2

1

2
2 .

2.33. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x
1

2
2 2 3 ; б) y x x2 3

1

2
2 ;

в) y x x
1

2
2 2 3 ; г) y x x2 3

1

2
2 ;

д) y x x
1

2
2 2 3 ; е) y x x2 3

1

2
2 ;

ж) y x x
1

2
2 2 3 ; з) y x x2 3

1

2
2 .

2.34. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x x3 1 2; б) y x x x3 1 2;

в) y x x x2 5 1 1; г) y x x x2 5 1 1.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

Побудуйте графiк функцiї:

а) y x x4 4;

б) y x x2 3 2;

в) y x x1
1

2
1;

г)* y x x x2 1

а) y x x4 4;

б) y x x2 2 3;

в) y x x
1

2
1 1;

г)* y x x x1 2
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§ 3. ГРАФІЧНИЙ СПОСІБ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
РІВНЯНЬ

1. Розв’язування рiвнянь виду ax b c, ax b cx d

Розв’язати графiчно рiвняння ax b c або ax b cx d — це
означає знайти абсциси точок перетину графiкiв функцiй y ax b
та y c або y cx d. Графiчний спосiб розв’язування рiвнянь достат�
ньо наочний, вiн дозволяє знайти коренi рiвняння, вказати їх
кiлькiсть.

Приклади. Розв’язати рiвняння:
а) x 2 3.

Розв’язання
Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв функцiй y x 2 та

y 3 (рис. 32).

Рис. 32

Вiдповiдь. –1; 5.
б) 2 5 3x .

Розв’язання
Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв функцiй y x2 5 та

y 3 (рис. 33).

Рис. 33
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в) 2 5 0 5 2 5x x, , .

Розв’язання
Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв функцiй y x2 5 та

y x0 5 2 5, , (рис. 34).

Рис. 34

Вiдповiдь. 1; 5.
г) 2 5 2 7x x .

Розв’язання
Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв функцiй y x2 5 та

y x2 7 (рис. 35).

Рис. 35

Графiки функцiй y x2 5 та y x2 7 перетинаються в однiй
точцi, отже рiвняння 2 5 2 7x x має один корiнь: x 3.

Вiдповiдь. 3.
д) 2 5 2 3x x .

Розв’язання
Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв функцiй y x2 5 та

y x2 3 (рис. 36).
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2,5

y x2 5
у

–5 0   1   2,5            5 х

1
y x0 5 2 5, ,

5

5

y x2 7

у

–1      0   1         3 х

1

y x2 5
7

Графiки функцiй y x2 5 та y x2 3 не перетинаються. Це
означає, що рiвняння 2 5 2 3x x коренiв не має.

Рис. 36

Вiдповiдь. Коренiв немає.

2. Розв’язування рiвнянь виду x a x b c

Приклади. Розв’язати рiвняння:
а) x x2 4 8.

Розв’язання
Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв функцiй y x x2 4

та y 8 (рис. 37).

Рис. 37

Вiдповiдь. –3; 5.
б) x x2 4 6.

Розв’язання
Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв функцiй y x x2 4

та y 6 (рис. 38).
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Ми бачимо, що при 2 4x графiки цих функцiй спiвпадають.
Це означає, що рiвняння x x2 4 6 має безлiч коренiв.

Рис. 38

Вiдповiдь. 2 4; .

в) x x2 4 2.

Розв’язання
Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв функцiй y x x2 4

та y 2 (рис. 39).

Рис. 39

Графiки функцiй y x x2 4 та y 2 не мають спiльних то�

чок, отже, рiвняння x x2 4 2 коренiв не має.

Вiдповiдь. Коренiв немає.
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1
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8

6
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у
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2 y 2

8

Приклади рiвнянь, якi мають безлiч коренiв:
а) x x1 2 3; б) x x1 2 3.
Розв’язання цих рiвнянь показано на рисунку 40.

а)                                                                        б)
Рис. 40

Вiдповiдь. ; 2 . Вiдповiдь. 1; .

Приклади рiвнянь, якi не мають коренiв:
а) x x1 2 5; б) x x1 2 4.
Розв’язання цих рiвнянь показано на рисункy 41.

а)                                                                      б)
Рис. 41

Вiдповiдь. Коренiв немає. Вiдповiдь. Коренiв немає.
Приклад рiвняння, яке має один корiнь: x x1 2 1.
Розв’язання цього рiвняння показано на рисунку 42.
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Рис. 42

Вiдповiдь. –1.

Завдання для самостiйного розв’язування

Розв’яжiть рiвняння, використовуючи графiчний спосiб:

2.35. а) x 1 7; б) 2 5x ;

в) x 0 5 45, , ; г) x 3 0;

д) x 4 5; е) 5 1x .

2.36. а) 2 3 5x ; б) 2 3 5x ;

в) 2 3 5x .

2.37. а)
1

2
1 2x ; б)

1

2
1 3x ;

в)
1

2
1 1x .

2.38. а)
1

2
1 2x x ; б)

1

2
1 3

1

2
x x;

в)
1

2
1

1

2
1x x ; г)

1

2
1

1

2
x x.

2.39. а) x x2 1 5; б) x x2 1 3;

в) x x2 1 1; г) x x2 1 0.

2.40. а) x x2 1 5; б) x x2 1 3;

в) x x2 1 3; г) x x2 1 4;

д) x x2 1 1; е) x x2 1 0.

2.41. а) x x x4 4 0; б) x x x4 4 6;

в) x x x4 4 2; г) x x x4 4 4.
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у
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y 1

3

1

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

Розв’яжiть графiчно рiвняння:

а) x 4 6;

б) 2 5 7x ;

в)
1

2
1 2x x ;

г) x x3 1 6;

д) x x3 3 6;

е)* x x x1 1 0

а) x 4 6;

б) 2 5 7x ;

в)
1

2
1 2x x ;

г) x x1 3 6;

д) x x3 3 6;

е)* x x x2 2 0

Контрольна робота з теми «Побудова графіків функцій,
що містять модулі»

Варiант 1
1. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x3 6; б) y x4 ;

в) y x x2 1 2 1; г) y x x
1

2
1

1

2
1.

2. Розв’яжiть графiчно рiвняння:

а) 5 3 8x ; б) 2 4 1x x ;

в) x x2 1 ; г) x x3 2 6;

д) x x3 2 5; е) x x3 2 1;

ж)* x x x2 4 2.

Варiант 2
1. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x2 4 ; б) y x3 ;

в) y x x3 6 3 6; г) y x x
1

3
1

1

3
1 .

2. Розв’яжiть графiчно рiвняння:

а) 4 1 5x ; б) 2 4 1x x;

в) x x3 1; г) x x3 2 5;

д) x x3 2 4; е) x x3 2 6;

ж)* x x x3 3 6 .
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§ 4. ФУНКЦІЇ y x ТА y x

1. Цiла i дробова частина числа

Кожне дробове число можна подати у виглядi суми двох додан�
кiв, один iз яких — цiле число, а другий — невiд’ємний правильний
дріб, тобто для кожного дробового числа можна вказати його цілу
і дробову частину.

Наприклад, для числа 5,605 число 5 є цiлою частиною, а число
0,605 — дробовою частиною. Записують це так:

5605 5, , 5605 0 605, , .

Число 5,605 знаходиться мiж числами 5 i 6, якi є найближчими
цiлими числами до 5,605. 5 5605 6, .

Крiм того, число 5 — найближче цiле число, яке не перевищує
число 5,605. Зазначимо, що 5605 5605 5 0 605, , , .

Означення. Цiлою частиною числа a (позначення a ) найближ�

че до a цiле число, яке не перевищує a.

Приклади:
1) 7 31 7, , оскiльки 7 7 31 8, ;

2) 0 51 0, , оскiльки 0 0 51 1, ;

3) 531 6, , оскiльки 6 531 5, (рис. 43).

Рис. 43

Означення. Дробовою частиною числа a (позначення a ) нази�

вається рiзниця мiж самим числом a i його цiлою частиною:
a a a .

Приклади:
1) 7 31 7 31 7 0 31, , , ;

2) 0 51 0 51 0 0 51, , , ;

3) 531 531 6 0 69, , , ;

4) 5 5 5 0.

Із означення дробової частини числа випливає її властивiсть:

0 1a .
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0,51–5,31

x7

7,31

Завдання для самостiйного розв’язування

2.42. Укажiть цiлу й дробову частини числа:

а) 1,571; б) 10,25;

в) 0,051; г) 7;

д) –7; е) –8,35;

ж) –10,001; з) –0,05.
2.43. Знайдiть значення виразу та вкажiть його цiлу й дробову час�

тини:

а) 3 17 2, ; б) 3 2 3 2, ;

в) 37 2 1 35, , , ; г) 2 4 55 10, , ;

д) 17 34 53, , , .

2. Функцiя y x та деякi її властивостi

Цiла частина числа визначена для всiх чисел, оскiльки будь�
якому числу можна поставити у вiдповiднiсть його цiлу частину. Та�
ким чином, y x — функцiя, областю визначення якої є всi числа:
D x ; .

Розглянемо значення функцiї y x для конкретних значень ар�
гументу.

За означенням цiлої частини числа:
якщо 0 1x , то x 0;

якщо 1 2x , то x 1 i так далi.

Якщо 1 0x , то x 1;

якщо 2 1x , то x 2 i так далi.
У загальному виглядi, маємо: якщо m x m 1, то x m, де

m — цiле число. Отже, область значень функцiї y x є всi цiлi
числа.

Враховуючи цi вiдомостi по�
будуємо графiк функцiї y x
(рис. 44).

Приклади. Побудувати
графiк функцiї:

а) y x2 .

Розв’язання

Ордината кожної iз точок
графiка функцiї y x2 вдвiчi
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бiльша за вiдповiдну ординату графiка функцiї y x . Графiк
функцiї y x2 зображений на рисунку 45.

б) y x2 1.

Розв’язання
Ордината кожної точки графiка функцiї y x2 1 на одиницю

менша за вiдповiдну ординату точки графiка функцiї y x2 .
Графiк функцiї y x2 1 зображений на рисунку 46.

3. Функцiя y x та її властивостi

Дробова частина числа визначена для всiх чисел, оскiльки кож�
ному числу можна поставити у вiдповiднiсть його дробову частину.
Таким чином, y x — функцiя, областю визначення якої є всi чис�
ла: D x ; .

Як було зазначено ранiше для дробової частини будь�якого чис�
ла, виконується нерiвнiсть: 0 1x .

Отже, область значень цiєї функцiї: E x 0 1; .

Розглянемо ще одну властивiсть функцiї y x .
Нехай аргумент x набуває таких значень: 5,7; 4,7; 3,7; 2,7; 1,7;

0,7; –0,3; –1,3; –2,3; –3,3; –4,3.
Обчислимо дробову частину кожного з цих чисел.

57 57 57 57 5 0 7, , , , , ;

47 47 47 47 4 0 7, , , , , ;

...

17 17 17 17 1 0 7, , , , , ;
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Рис. 46

3

–3

–1

у х2 у х2 1

0 7 0 7 0 7 0 7 0 0 7, , , , , ;

0 3 0 3 0 3 0 3 1 0 7, , , , , ;

13 13 13 13 2 0 7, , , , , ;

...

43 43 43 43 5 0 7, , , , , .

Помiтимо, що дробовi частини всiх цих чисел рiвнi.
Можна зробити висновок, що числа, якi вiдрiзняються одне вiд

одного на цiле число, мають рiвнi дробовi частини. Тобто, якщо
x x m2 1 , де m — цiле число, то

x x2 1 або x m x . (*)

Із розглянутого вище прикладу випливає, що найменше додатне
число, для якого при всiх x виконується рiвнiсть (*), дорiвнює 1.

Кажуть, що значення функцiї y x повторюються з перiодом
T 1.

Означення перiодичної функцiї

Якщо для функцiї y f x iснує таке додатне число T, що для
всiх x iз областi визначення цiєї функцiї виконується рiвнiсть
f x T f x T f x , то функцiя y f x називається перiо�
дичною, а число T називається її перiодом.

Слiд зауважити, що в природi iснує багато перiодичних про�
цесiв: змiна дня i ночi, змiна пiр року, рух небесних тiл за орбитами
тощо.

У математицi бiльшiсть перiодичних процесiв описується за до�
помогою тригонометричних функцiй.

Повертаємось до функцiї y x . Вона перiодична з перiодом
T 1. Тому достатньо дослiдити її поведiнку тiльки для x iз про�
мiжку 0 1; . Вiдомо, що при x 0 1; цiла частина x дорiвнює нулю,
тому x x.

Таким чином, ми дiстали повне дослiдження функцiї y x .
1) D y ; .

2) E y 0 1; .

3) Функцiя перiодична,
T 1.

4) При x 0 1; y x.
Побудуємо графiк фун�

кцiї y x (рис. 47).

Роздiл ІІ. Функцiї та графiки 69

1

–3 –2 –1   0 1   2 3 х

у

Рис. 47



Приклади. Побудувати графiк функцiї:
а) y x2 .

Розв’язання
Ординати всiх точок графiка функцiї y x2 вдвiчi бiльшi за

вiдповiднi ординати графiка функцiї y x . Графiк функцiї y x2
зображений на рисунку 48.

Рис. 48                                                                   Рис. 49

б) y x2 1.

Розв’язання
Ордината кожної точки графiка функцiї y x2 1 на одиницю

менша за вiдповiдну ординату точки графiка y x2 .
Графiк функцiї y x2 1 зображений на рисунку 49.

Завдання для самостiйного розв’язування

2.44. x
n

1
, де n — натуральне число. Знайдiть x i x .

2.45. x
m

1
, де m — цiле число. Знайдiть x i x .

2.46. Розв’яжiть рiвняння:
а) x 3; б) x 0 2, ;

в)
x

3
0 2, ; г)

x

2
2;

д)
x

2
0; е)

1

2 2
1

x
.

2.47. Розв’яжiть систему рiвнянь:

а)
x y

y x

2 3

11

, ,

, ;
б)

x y

y x

2 3

11

, ,

, .

2.48. Доведiть, що
а) x m x m, де m — цiле число;

б)
x

n

x

n
, де n — натуральне число.
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Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

1. Знайдiть цiлу й дробову частини числа:

а) –7;

б) 99,9;

в) –51,33;

г) 32
1

3

а) –11;

б) 101,99;

в) –47,28;

г) 304
1

4

2. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x 2;

б) y x 1;

в) y x3 1;

г)* y x 1

а) y x 1;

б) y x 2;

в) y x3 1;

г)* y x 1

3. Розв’яжiть рiвняння:

а) x 2;

б) x 0 1, ;

в)
x

3
0;

г)
x

2
1

а) x 13;

б) x 0 3, ;

в)
x

4
0;

г)
x

3
1

§ 5. ПЕРЕТВОРЕННЯ ГРАФІКІВ ФУНКЦІЙ

Графiки деяких функцiй можна будувати, використовуючи гра�
фiк функцiї y f x . Розглянемо способи побудови графiкiв деяких
функцiй.

1. Побудова графiка функцiї виду y f x A

Ми вмiємо будувати графiк функцiї y x (на рисунках 50–57
його зображено пунктиром).

Розглянемо способи використання цього графiка для побудови
графiкiв деяких iнших функцiй.

Приклади. Побудувати графiк функцiї:
а) y x 3.
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Розв’язання
Складемо таблицю значень функцiй y x i y x 3.

x –3 –2 –1 0 1 2 3

y x 3 2 1 0 1 2 3

y x 3 6 5 4 3 4 5 6

Помiчаємо, що ордината кожної
точки графiка функцiї y x 3 на 3
одиницi бiльша за вiдповiдну орди�
нату точки графiка функцiї y x,
тому графiк функцiї y x 3 можна
здобути за допомогою паралельного
перенесення графiка функцiї y x
вздовж осi OY на 3 одиницi вгору
(рис. 50).

б) y x 2.

Розв’язання
Складемо таблицю значень функцiй y x i y x 2.

x –3 –2 –1 0 1 2 3

y x 3 2 1 0 1 2 3

y x 2 1 0 –1 –2 –1 0 1

Помiчаємо, що ордината
кожної точки графiка функцiї
y x 2 на 2 одиницi менша за
вiдповiдну ординату точки гра�
фiка функцiї y x, тому гра�
фiк функцiї y x 2 можна
здобути за допомогою пара�
лельного перенесення графiка
функцiї y x вздовж осi OY на
2 одиницi вниз (рис. 51).

Висновок, який можна зро�
бити, розглянувши цi прикла�
ди, вiдображено в таблицi 1.
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Рис. 50

3

–2 0 2 х

у

1

y x

y x 3

Рис. 51

–2

–2 0 2 х

у

1 y x 2

y x

Таблиця 1

y f x y f x A

A 0 A 0

Паралельне перене�
сення вздовж осi OY
вгору

Паралельне перене�
сення вздовж осi OY
вниз

2. Побудова графiка функцiї виду y f x a

Приклади. Побудувати графiк функцiї:
а) y x 2.

Розв’язання
Скористаємось результатом вико�

нання завдання побудови графiка
функцiї y x 2. Зобразимо в однiй
системi координат графiки функцiй
y x та y x 2 (рис. 52).

Помiчаємо, що графiк функцiї
y x 2 можна здобути за допомогою
паралельного перенесення графiка
функцiї y x вздовж осi OX на 2 оди�
ницi праворуч.

б) y x 2.

Розв’язання
Скористаємось результатом ви�

конання завдання побудови графiка
функцiї y x 2.

Зобразимо в однiй системi коор�
динат графiки функцiй y x та
y x 2 (рис. 53).
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Помiчаємо, що графiк функцiї y x 2 можна здобути за допомо�
гою паралельного перенесення графiка функцiї y x вздовж осi OX
на 2 одиницi лiворуч.

Висновок, який можна зробити, розглянувши цi приклади,
вiдображено в таблицi 2.

Таблиця 2

y f x y f x a

a 0 a 0

Паралельне
перенесення вздовж
осi OX лiворуч

Паралельне
перенесення вздовж
осi OX праворуч

3. Побудова графiка функцiй виду y kf x (k 0)

Приклади. Побудувати графiк функцiї:
а) y x2 .

Розв’язання
Складемо таблицю значень функцiй y x та y x2 .

x –3 –2 –1 0 1 2 3

y x 3 2 1 0 1 2 3

y x2 6 4 2 0 2 4 6

Помiчаємо, що ордината кожної
точки графiка функцiї y x2 удвiчi
бiльша за ординату вiдповiдної точки
графiка функцiї y x, тому графiк
функцiї y x2 можна здобути за до�
помогою розтягування графiка функ�
цiї y x вздовж осi OY удвiчi
(рис. 54).
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f
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y
f

x
a

y
f

x

y
f

x
a

б) y x
1

2
.

Розв’язання
За аналогiєю iз попереднiм прикладом, ордината кожної точки

графiка функцiї y x
1

2
удвiчi менша за ординату вiдповiдної точки

графiка функцiї y x, тому

графiк функцiї y x
1

2
можна

здобути за допомогою стискання
графiка функцiї y x вздовж осi
OY удвiчi (рис. 55).

Висновок, який можна зро�
бити, розглянувши цi приклади,
вiдображено в таблицi 3.

Таблиця 3

y f x y kf x

k 1 0 1k

Розтягування вздовж
осi OY в k разiв

Стискання вздовж осi

OY в
1

k
разiв

4. Побудова графiка функцiї виду y f x

Приклад. Побудувати графiк функ�
цiї y x.

Розв’язання
Легко помiтити, що ордината кожної

точки графiка функцiї y x протилеж�
на до вiдповiдної ординати точки графiка
функцiї y x , тому графiк функцiї y x
симетричний графiку функцiї y x вiд�
носно осi OX (рис. 56).
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Висновок, який можна зробити, розглянувши даний приклад,
вiдображено в таблицi 4.

Таблиця 4

y f x y f x

Симетрiя вiдносно осi OX

5. Застосування декiлькох перетворень
до графiка функцiї y f x

Приклад. Побудувати графiк функцiї y x3 2.

Розв’язання

Розглянемо допомiжнi функцiї y x0 , y x1 2, y y2 1 ,
y y3 23 та їхнi графiки, що зображенi на рисунку 57.

Рис. 57

1) Графiк функцiї y x1 2 здобуто за допомогою паралельного пе�
ренесення графiка функцiї y x вздовж осi OX на 2 одиницi
лiворуч;
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2) графiк функцiї y x2 2 здобуто за допомогою осьової симетрiї
вiдносно осi OX графiка функцiї y x1 2;

3) графiк функцiї y x3 2 здобуто за допомогою паралельного
перенесення графiка функцiї y x2 2 вздовж осi OY на 2 оди�
ницi вгору.

Завдання для самостiйного розв’язування

2.49. Побудуйте графiки функцiй:

1) а) y x; б) y x 3;

в) y x 3.

2) а) y x; б) y x3 ;

в) y x
1

3
.

3) а) y x2 3; б) y x2 3;

в) y x
1

2
2; г) y x

1

2
2.

4) а) y x; б) y x3 ;

в) y x3 1.

5) а) y x 3; б) y x 5;

в) y x3 4; г) y x15 2 5, , ;

д) y x
1

4
6.

6) а) y x 2 ; б) y x 2 ;

в) y x 0 5, ; г) y x 0 4, .

7) а) y x ; б) y x ;

в) y x15, ; г) y x3 .

8) а) y x0 5 1, ; б) y x3 2;

в) y x2 5 1, ; г) y x2 3.

9) а) y x2 1; б) y x2 1;

в) y x0 5 1, ; г) y x3 4.

2.50. Побудуйте множину точок на координатнiй площинi:

а) y x ; б) y x ;

в) y x x1 ; г) y x .
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Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

1. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x 1 5;

б) y x5 2 ;

в) y x3 2;

г) y x3 2

а) y x 1 5;

б) y x3 2 ;

в) y x3 2;

г) y x3 2

2. Розв’яжiть рiвняння:

а) x 1 2;

б) x 0 5 1,

а) x 1 3;

б) x 0 5 2,

Контрольна робота з теми «Функції y x та y x »

Варiант 1
1. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x2 1; б) y x2 2;

в) y x
1

2
; г) y x 1 1.

2. Розв’яжiть рiвняння:

а) 3 1 2x x ; б) 3 1 2x x .

3. Розв’яжiть графiчно рiвняння x x .
4.* Укажiть усi значення параметра a, при яких рiвняння має ко�

ренi:

а) x a3 ; б) x a 1.

Варiант 2
1. Побудуйте графiк функцiї:

а) y x3 2; б) y x3 3;

в) y x2 ; г) y x 2 2.

2. Розв’яжiть рiвняння:

а) 2 2 3x x ; б) 2 2 3x x .

3. Розв’яжiть графiчно рiвняння x x 1.
4.* Укажiть усi значення параметра a, при яких рiвняння має ко�

ренi:

а) x a2 0 1, ; б) x a0 2, .
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Роздiл ІІІ. СИСТЕМИ ДВОХ
ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ
З ДВОМА ЗМІННИМИ

§ 1. СТАНДАРТНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
СИСТЕМИ ДВОХ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ
З ДВОМА ЗМІННИМИ

1. Загальнi вiдомостi

Два лiнiйних рiвняння з двома змiнними, для яких треба знайти
розв’язки, що задовольняють одночасно обидва рiвняння, назива�
ються системою двох лiнiйних рiвнянь з двома змiнними.

Записують систему рiвнянь, об’єднуючи їх фiгурною дужкою:

a x a y b

a x a y b
11 12 1

21 22 2

,

,

де a11 , a12 , a21 , a22 , b1 , b2 — заданi числа, x i y — змiннi. Наприклад,

у системi рiвнянь
2 3 5

5 1

x y

x y

,

.

a11 2, a12 3, b1 5,

a21 1, a22 5, b2 1.

Розв’язком системи двох рiвнянь з двома змiнними називається
впорядкована пара чисел, яка пiд час пiдстановки в систему пере�
творює кожне рiвняння в правильну числову рiвнiсть.

Наприклад, пара чисел 4 1; є розв’язком системи рiвнянь

2 3 5

5 1

x y

x y

,

.

Дiйсно,

2 3 2 4 3 1 8 3 5x y , x y5 4 5 1 1.
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Розв’язати систему рiвнянь — це означає знайти всi її розв’язки
або показати, що їх не iснує.

Системи рiвнянь, якi не мають розв’язкiв, називаються несу�
мiсними.

Наприклад, система рiвнянь

x y

x y

2 5

2 4 7

,

є несумiсною (чому?).

Системи рiвнянь називаються рiвносильними, якщо вони мають
однi й тi самi розв’язки. Перехiд вiд рiвняння до рiвносильного
йому рiвняння позначається знаком рiвносильностi « ».

Наприклад, системи рiвнянь

x y

x y

5

7

,
i

x y

x y

5

2 2 14

,

рiвносильнi, оскiльки мають один i той самий розв’язок: 6 1; .

Несумiснi системи рiвнянь є рiвносильними.

2. Спосiб пiдстановки

Алгоритм розв’язання системи рiвнянь способом пiдстановки:

1) виразити з одного з рiвнянь системи одну змiнну через другу;

2) здобутий вираз пiдставити в iнше рiвняння системи замiсть цiєї
змiнної;

3) розв’язати здобуте рiвняння з однiєю змiнною;

4) знайти вiдповiдне значення другої змiнної.

Приклад. Розв’язати систему рiвнянь
x y

x y

2 5

2 4

,
способом пiд�

становки.

Розв’язання

x y

x y

2 5

2 4

, x y

y y

5 2

2 5 2 4

,

x y

y

5 2

3 6

, x y

y

x

y

5 2

2

1

2

, ,

.

Вiдповiдь. 1 2; .
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3. Спосiб додавання

Алгоритм розв’язання системи рiвнянь
a x a y b

a x a y b
11 12 1

21 22 2

,

,
способом

додавання:

1) помножити кожне з рiвнянь системи на такi числа, щоб коефi�
цiєнти при змiннiй y сталi протилежними числами;

2) виконати почленне додавання здобутих рiвнянь;

3) знайти значення змiнної x;

4) помножити кожне з рiвнянь системи на такi числа, щоб коефi�
цiєнти при змiннiй x стали протилежними числами;

5) виконати почленне додавання утворених рiвнянь;

6) знайти значення змiнної y.

Приклад. Розв’язати систему рiвнянь способом додавання:

а)
4 3 14

2 2

x y

x y

,

.

Розв’язання
Числа, на якi треба помножити рiвняння, будемо записувати по�

руч з рiвняннями, вiдокремлюючи їх вертикальними рисками.

4 3 14

2 2

2

3

1

4

x y

x y

, 11 22

11 22

2

2

x

y

x

y

, ,

.

Вiдповiдь. 2 2; .

б)

x y x y

x y x y
2 3

6

4 3
6

,

.

Розв’язання

x y x y

x y x y
2 3

6

4 3
6

, 3 2 36

3 4 72

x y x y

x y x y

,

5 36

7 72

7

1

1

5

x y

x y

, 36 36 5

36 36 11

5

11

x

y

x

y

, ,

.

Вiдповiдь. 5 11; .
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Примiтка. Цю систему можна розв’язати за допомогою замiни.

Нехай
x y

a
4

,
x y

b
3

, тодi система рiвнянь набуває вигляду:

2 6

6

a b

a b

,

.

Здобуту систему рiвнянь можна розв’язати методом додавання.

в)
5 3 7

2 5 1

x y

x y

,

.

Розв’язання

5 3 7

2 5 1

5

3

2

5

x y

x y

, 19 38

19 19

x

y

, x

y

x x

y y

2

1

2 2

1 1

, ,

.

або

або

Для того, щоб дiстати всi розв’язки цiєї системи рiвнянь, необ�
хiдно враховувати, що кожному з двох значень однiєї змiнної,
вiдповiдають обидва значення другої змiнної.

Вiдповiдь. 2 1; , 2 1; , 2 1; , 2 1; .

Завдання для самостiйного розв’язування

3.1. Чи сумiсна система рiвнянь:

а)
x y

x y

2

2

,

;
б)

2 3 4

3 45 5

x y

x y

,

, ?

3.2. За допомогою пiдбору знайдiть два розв’язки системи рiвнянь:

а)
x y

xy

5

6

,

;
б)

x y

xy

10

21

,

.

3.3. Розв’яжiть систему рiвнянь способом пiдстановки:

а)
3 5

5 2 23

x y

x y

,

;
б)

x y

x y
2 3

3

3 2

8

3

,

;

в)
3 2 5 2 5 1

7 6 2 3 2

y x x x

x y x y

,

;
г)

x y x y

x y x y
9 3

2

2

6

3 2

3
20

,

.
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3.4. Розв’яжiть систему рiвнянь способом додавання:

а)
x y

x y

3 4 0

5 2 37 0

,

;
б)

x y

x y

3

2

2

3
2

1

4

1

3
4

,

;

в)

x y y

x
y

2

2

3

5

2
3

2
2 6

,

;

г)
5 3 8 6 20

6 10 13 52

x y x y

x y x y

,

.

3.5. Розв’яжiть систему рiвнянь:

а)
2 4

6 2 10

x y

x y

,

;
б)

x y

x y
2 3

7

3 2
8

,

;

в)

x y x y

x y x y
9 3

2

2

6

3 2

3
20

,

;

г)

11 3

9
3 5

14 9

11
5 8

x y
x

x y
y

,

.

3.6. Розв’яжiть задачу. Сестра старша вiд брата на 6 рокiв, а через
рiк вона буде старшою вiд брата в два рази. Скiльки рокiв кож�
ному з них?

4. Графiчний спосiб

Алгоритм розв’язування двох лiнiйних рiвнянь з двома змiнни�
ми графiчним способом:

1) побудувати на однiй координатнiй площинi графiки кожного
з рiвнянь системи;

2) знайти координати точки перетину побудованих прямих (якщо
вони перетинаються).

Перевагою графiчного способу розв’язування систем рiвнянь
є його наочнiсть. Але, як правило, за допомогою графiчного способу
здобувають наближенi розв’язки. Для знаходження точного значен�
ня змiнних варто користуватися одним iз аналiтичних способiв
розв’язування систем рiвнянь.
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Приклад. Розв’язати систему рiвнянь графiчним способом:

а)
x y

x y

1

2 4

,

.

Розв’язання

x y

x y

y x

y x

1

2 4

1

2 4

, ,

.

Побудуємо графiки кожної
з прямих на однiй координатнiй
площинi i знайдемо координати
точки їх перетину (рис. 1).

Графiки перетинаються в точ�
цi з координатами 1 2; .

Вiдповiдь. 1 2; .

б)
x y

x y

2 6

2 4 8

,

.

Розв’язання

x y

x y

y x

y x

2 6

2 4 8

0 5 3

0 5 2

, , ,

, .

Побудуємо графiки кожної
з прямих на однiй координатнiй
площинi i знайдемо координати
точки їх перетину (якщо цi
прямi перетинаються) (рис. 2).

Графiки рiвнянь даної системи паралельнi, тобто вони не мають
точки перетину. Це означає, що система рiвнянь несумiсна.

Вiдповiдь. Система несумiсна.

в)
x y

x y

2 2

3 6 6

,

.

Розв’язання
Побудуємо графiки кожної

з прямих на однiй координатнiй
площинi (рис. 3).

Графiки рiвнянь даної систе�
ми спiвпадають. Це означає, що
системи має безлiч розв’язкiв.
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у

–1   0 1   2 х
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Рис. 1

Рис. 2

y

x
0 5

2
,1

0 1 4         6 х

у

y

x
0 5

3
,

3

Рис.  3

2

–1

x
y2

2
1

0            2 х

у

3
6

6

x
y

Координати будь�якої точки прямої x y2 2 є розв’язками даної
системи рiвнянь.

Нехай y t, t — довiльне число, тодi x t2 2.
Відповідь. 2 2t t; , де t — довільне число.

Завдання для самостiйного розв’язування

3.7. Розв’яжiть систему рiвнянь графiчним способом:

а)
x y

x y

2 4

2

,

;
б)

3 4

3
1

x y

x
y

,

;

в)

x
y

x
y

6
2

1

3

2
6 1

,

.

§ 2. МЕТОД КРАМЕРА*. ДОСЛІДЖЕННЯ
РОЗВ’ЯЗКІВ СИСТЕМ РІВНЯНЬ

1. Метод Крамера

Запишемо в загальному виглядi розв’язання системи двох
лiнiйних рiвнянь з двома змiнними способом додавання.

a x a y b

a x a y b

a

a

a

a
11 12 1

21 22 2

22

12

21

11

, a a a a x b a b a

a a a a y b a

11 22 12 21 1 22 2 12

12 21 22 11 1 2

,

1 2 11b a
(1)

Бачимо, що коефiцiєнти при змiнних x i y рівні:

a a a a a a a a11 22 12 21 12 21 22 11 .

Число a a a a11 22 12 21 називається головним визначником системи
рiвнянь. Його позначають так:

a a

a a
11 12

21 22

.

Число b a b a1 22 2 12 називається першим допомiжним визначни�
ком системи рiвнянь. Вiн позначається так:

x

b a

b a
1 12

2 22

.
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Число a b b a11 2 1 21 називається другим допомiжним визначником
системи рiвнянь. Вiн позначається так:

y

a b

a b
11 1

21 2

.

У нових позначеннях система (1) лiнiйних рiвнянь з двома змiн�
ними набуває вигляду:

x

y
x

y

,

.

Метод Крамера полягає в наступному:

якщо 0, то система рiвнянь має єдиний розв’язок: x x ,

y
y

;

якщо 0, x 0, y 0, то x i y — будь�якi числа, що задоволь�

няють одне з рiвнянь системи;

якщо 0, x 0, то рiвняння x x не має розв’язкiв, систе�

ма рiвнянь несумiсна;

якщо 0, y 0, то рiвняння y y не має розв’язкiв, систе�

ма рiвнянь несумiсна.

Приклад. Розв’язати систему рiвнянь методом Крамера:

а)
x y

x y

2 5

2 4

,

.

Розв’язання

Знайдемо головний визначник системи рiвнянь:

1 2

2 1
1 1 2 2 1 4 3.

Знайдемо допомiжнi визначники:

x

5 2

4 1
5 1 2 4 5 8 3,

y

1 5

2 4
1 4 5 2 4 10 6.
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Оскiльки головний визначник не дорiвнює нулю, то система

рiвнянь має єдиний розв’язок: x x 3

3
1, y

y 6

3
2.

Вiдповiдь. 1 2; .

б)
2 2 4

3

x y

x y

,

.

Розв’язання

2 2

1 1
2 1 2 1 2 2 0;

x

4 2

3 1
4 1 2 3 4 6 2.

Оскiльки 0, x 0, то рiвняння x x не має розв’язкiв,
система рiвнянь несумiсна.

Вiдповiдь. Система рiвнянь несумiсна.

в)
2 3 6

3 45 9

x y

x y

,

, .

Розв’язання

2 3

3 45
2 45 3 3 9 9 0

,
, ;

x

6 3

9 45
6 45 3 9 27 27 0

,
, ;

y

2 6

3 9
2 9 6 3 18 18 0.

Оскiльки 0, x 0, y 0, система рiвнянь має безлiч роз�
в’язкiв.

Нехай y t, t — будь�яке число, тодi 2 3 6x t , звiдки x t
3

2
3.

Отже, всi розв’язки системи рiвнянь можна записати у виглядi
3

2
3t t; , де t — довiльне число.

Вiдповiдь.
3

2
3t t; , де t — довiльне число.
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Алгоритм розв’язування систем рiвнянь методом Крамера мож�
на проiлюструвати за допомогою блок�схеми (рис. 4).

Рис. 4

Завдання для самостiйного розв’язування

3.8. Розв’яжiть систему рiвнянь методом Крамера

а)
5 4

2 3

x y

x y

,

;
б)

2 3 0

3 2 5

x y

x y

,

;

в)

2

3

5

4
3

5

6

7

8
6

x y

x y

,

;

г)

x y x y

x y x y
2 3

8

3 4
11

,

;
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Початок

ні
0

так

x y;

Система
несумiсна

такні
x 0

Безлiч роз�
в’язкiв, x i y —
будь�якi числа,
якi задовольня�

ють одне iз
рiвнянь
системи

Кiнець

y 0нi так

Обчислити
, x, y

д)
2 5 0 2 2 3 3 2 2

4 2 2 2 2 2

, ,

;

y x x y

x y x y x y
е)

3 2 5 2 5 1

7 6 2 3 2

y x y x

x y x y

,

;

ж)
x y x y

x y x y

3 5 1 8

2 3 5 7 2 5 6 1

,

.

3.9. Доведiть, що система рiвнянь несумiсна:

а)
3 0

6 2 3

x y

x y

,

;
б)

x y

x y

6

2 1 2

,

;

в)
2 8

10 5 10

x y

x y

,

;
г)

3 8 1

2
2

3
5

x y

x y

,

;

д)
2 3 4

5 7 2 2

x y x y

x y x y y

,

;
е)

x y y x
x

x y x y
y

5 2
0 15

4

2

3
7

, ,

.

3.10. Покажiть, що система рiвнянь має безлiч розв’язкiв та за�
пишiть вираз для знаходження цих розв’язкiв:

а)
x y

x y

0

2 2 2 1

,

;
б)

x y

x y

3

2 2 6

,

;

в)
x y

y x

5

5

,

;
г)

2 3 13

13 2

3

x y

y
x

,

;

д)
2 3 4

5 7 8 2

x y x y

x y x y y

,

;
е)

x y y x
x

x y x y
y

5 2
36

4

2

3
7

, ,

.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

1. Розв’яжiть кожну iз систем рiвнянь трьома способами (способом
пiдстановки, способом додавання, методом Крамера):

а)
4 3 4

6 5 7

x y

x y

,

;

б)

x y

x y
4 4

2

6 3
2

,

а)
5 6 0

3 4 4

x y

x y

,

;

б)

x y

x y
2 3

1

4

2

3
8

,
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Варiант 1 Варiант 2

2. Розв’яжiть систему рiвнянь графiчним способом:

2 8

2 1

x y

x y

, 3 2

2 6

x y

x y

,

3. Доведiть, що система рiвнянь несумiсна:

x y

x y y

2 6

2 4

, y x

x y

3 3 1

6 2 3

,

Додаткове завдання. Розв’яжiть задачу.

Батько старший вiд доньки на 26 рокiв, через 4 роки вiн буде
старший вiд доньки в 3 рази. Скiльки рокiв батьковi i доньцi?

2. Розв’язування систем рiвнянь з параметрами

Для дослiдження розв’язкiв систем рiвнянь з параметрами зруч�
но користуватися методом Крамера (див. блок�схему на рисунку 4).

Приклад. Розв’язати систему рiвнянь залежно вiд параметра a:

а)
ax y

x y

6 1

3 2

,

.

Розв’язання
Знайдемо головний визначник системи рiвнянь:

a
a a

6

1 3
3 6 1 3 2 .

Якщо a 2, то 0, якщо a 2, то 0.

Знайдемо допомiжнi визначники:

x

1 6

2 3
1 3 6 2 3 12 9.

x 0 при будь�яких значеннях a, тому при a 2 система не�
сумiсна.

y

a
a

1

1 2
2 1.

Отже, при a 2 система рiвнянь має єдиний розв’язок:

x
a a

x 9

3 2

3

2
, y

a

a
y 2 1

2
.
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Вiдповiдь. При a 2 система рiвнянь несумiсна;

при a 2
3

2

2 1

2a

a

a
; .

б)
6 4

3 1

x ay a

x y

,

.

Розв’язання
Знайдемо головний визначник системи рiвнянь:

6

3 1
6 1 3 3 2

a
a a .

Якщо a 2, то 0, якщо a 2, то 0.
Знайдемо допомiжнi визначники.

x

a a
a a a a a

4

1 1
4 1 1 4 2 2 .

Якщо a 2, то x 0, якщо a 2, то x 0.

y

a
a a a

6 4

3 1
6 1 4 3 6 3 12 3 2 .

Якщо a 2, то y , якщо a 2, то y 0.
Таким чином, якщо a 2, то

x
a

a
x

2 2

3 2

2

3
; y

a

a
y 3 2

3 2
1.

Якщо a 2, то 0, x 0, y 0. Це означає, що система рiв�
нянь має безлiч розв’язкiв x y; , де x i y — коренi одного з рiвнянь
системи. Нехай y t, t — будь�яке число, тодi з другого рiвняння
системи дiстанемо:

3 1x t , 3 1x t, x
t1

3
.

Тобто пара чисел
1

3

t
t; , де t — довiльне число, є розв’язком да�

ної системи рiвнянь.

Вiдповiдь. При a 2
2

3
1; ;

при a 2
1

3

t
t; , де t — довiльне число.
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в)
ax y a

x ay

,

.1

Розв’язання
Знайдемо головний визначник системи рiвнянь:

a

a
a a a

1

1
1 1 12 .

0 при всiх дiйсних значеннях a, тому система рiвнянь має
єдиний розв’язок.

Знайдемо його.

x

a

a
a

1

1
12 , x

a

a
x

2

2

1

1
1.

y

a a
a a

1 1
1 1 0, y

a

y 0

1
0

2
.

Вiдповiдь. При всiх значеннях a 1 0; .

г)
ax y a

x ay

,

.1

Розв’язання
Головний визначник системи рiвнянь дорiвнює:

a

a
a

1

1
12 .

Якщо a 1, то 0, якщо a 1, то 0.
Знайдемо допомiжнi визначники:

x

a

a
a

1

1
12 ; y

a a
a a

1 1
0.

Якщо a 1, то 0 i x 0, y 0, отже, система має безлiч роз�
в’язкiв. Нехай y t, тодi iз другого рiвняння системи, маємо x t1 .
Таким чином, пара чисел 1 t t; , де t — будь�яке число є розв’язком
системи при a 1.

Якщо a 1, то 0, x 0, y 0.
Отже, система має безлiч розв’язкiв 1 t t; .
Якщо a 1, то 0, x 0, y 0.

Отже, x x 1, y
y

0.
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1 0; — розв’язок системи при a 1.
Вiдповiдь. При a 1 1 t t; , t — будь�яке число; при a 1 1 t t; ,

t — будь�яке число, при a 1 1 0; .

д)
ax y

x ay a

1

2 1

,

.

Розв’язання
Обчислимо головний визначник системи:

a

a
a

1

1
12 .

Якщо a 1, то 0, якщо a 1, то 0.
Обчислимо допомiжнi визначники:

x a a
a a a

1 1

2 1
2 1 1;

y

a

a
a a a a a

1

1 2 1
2 1 12 2 2

a a a a a a1 1 1 1 2 1 .

Якщо a 1, то 0, x 2, y 2, отже, система розв’язкiв
не має.

Якщо a 1, то 0, x 0, y 0, отже, система має безлiч роз�
в’язкiв t t1; , де t — будь�яке число.

Якщо a 1, то 0, x 0, тодi

x
a

x 1

1
, y

a

a
y 2 1

1
.

Вiдповiдь. При a 1
1

1

2 1

1a

a

a
; ;

при a 1 розв’язкiв немає;
при a 1 t t1; , де t — будь�яке число.

Завдання для самостiйного розв’язування

3.10. Розв’яжiть систему рiвнянь залежно вiд параметра a:

а)
2 3

3 2

x ay

x ay

,

;
б)

x
ay

x
y

2

3

2

3
1

,

.
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3.11. При яких значеннях параметра m система рiвнянь має єдиний
розв’язок:

а)
mx y

x y

6 1

3 2

,

;
б)

x my

x y

2 3

3 3

,

?

3.12. При яких значеннях параметраc система рiвнянь несумiсна:

а)
cx y

x y

6 2

2 3

,

;
б)

x y

x cy

2 6

2 8

,

?

3.13. При яких значеннях параметра a система рiвнянь має
нескiнченну множину розв’язкiв? Запишiть вираз для знаход�
ження цих розв’язкiв.

а)
x y a

x ay

2

3 3 6

,

;
б)

x ay

x y

3

2 2 6

,

;

в)
ax y

a ay

2

9 6

,

.

3.14. Розв’яжiть систему рiвнянь залежно вiд параметра m:

а)
m x y

x y m

2 1

8 2

,

;
б)

x m y

mx y m

1 1

2

,

;

в)
mx y

x my

1

1

,

;
г)

mx y

x my

1

1

,

.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1 Варiант 2

Розв’яжiть систему рiвнянь залежно вiд параметра a:

а)
2 2

6 1

x y

x ay

,

;

б)
a x y

x y

1 2 1

2 3 5

,

а)
x ay

x y

4

2 3 3

,

;

б)
x a y

x y

2 1 2

2 1

,
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Розділ IV. ОСНОВИ
ТЕОРІЇ ПОДІЛЬНОСТІ

§ 1. ПОДІЛЬНІСТЬ ЦІЛИХ ЧИСЕЛ. ОСНОВНІ
ВЛАСТИВОСТІ ПОДІЛЬНОСТІ

1. Цілі числа та дії над ними

Множина цілих чисел (Z) складається із натуральних чисел 1, 2,
3, ..., числа 0 та чисел, протилежних натуральним: –1, –2, –3,...

У цілій множині завжди можна виконати дії додавання та
віднімання, тобто: якщо m і n — цілі числа, то сума m n (різниця
m n) також є цілим числом.

Означення. Різницею двох цілих чисел m і n називається таке
число x, що x n m.

Теорема. Для будь�яких двох цілих чисел m і n існує, і до того
тільки одне, число x, яке задовольняє умову: x n m.

Доведення. Розглянемо рівняння x n m. Додамо до обох його
частин число n , дістанемо: x n n m n; x n n m n;

x m n. Тобто різниця двох цілих чисел існує і є цілим числом.
Доведемо, що число x, яке задовольняє рівняння x n m, єдине.

Нехай існує число x x1 , таке що x n m1 . Тоді, як було доведено,
x m n1 і x x1 , що суперечить припущенню. Теорему доведено.

У множині цілих чисел завжди можна виконати також і мно�
ження. Якщо m і n — цілі числа, то добуток m n також є цілим
числом.

Проте ділення — дію, обернену до множення, не завжди можна
виконати у множині цілих чисел.

Означення. Часткою від ділення цілого числа m на ціле число n
(n 0) називається таке число x, що x n m.

Число x не обов’язково ціле. Наприклад, частки 5:2; 2:5; 30 7: ;
30 7: не є цілими числами.
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Зустрiчаються, звичайно, й такi випадки, коли частка двох цiлих
чисел є цiлим числом. Наприклад, 14 2 7: ; 35 7 5: ; 7 7 1: .

Означення. Якщо a i m — цiлi числа, причому m 0, такi що
частка a m: є цiлим числом, то кажуть, що a дiлиться на m або
є кратним m.

Запис a m� означає: a дiлиться на m (або a кратне m).

Можна сформулювати означення, рiвносильне попередньому.

Означення. Цiле число a цiлиться на цiле число m (m 0), якщо
iснує таке цiле число n, що a m n.

Зазначимо, що частка a m: iснує тiльки у випадку m 0.

Якщо a 0, частка визначена i дорiвнює нулю. Тобто число 0 —
унiверсальне кратне.

2. Теореми про подiльнiсть

Зауваження. Надалi, якщо спецiально це не обговорюється, ми
будемо розглядати тiльки цiлi числа.

Теорема 1. Якщо числа a i b дiляться на m, то сума a b i рiзниця
a b також дiляться на m.

Доведення. Якщо число a дiлиться на m, то це означає, що iснує
таке цiле число n, що a m n. Якщо число b дiлиться на m, то iснує
таке цiле число l, що b m l.

Тодi a b mn ml m n l , де n l — цiле число. Це означає, що
a b m� . Аналогiчно доводиться, що a b m� .

Примiтка. Можна довести, що сума трьох (або взагалi будь�якої
скiнченної кiлькостi) доданкiв, кожний з яких дiлиться на m, також
дiлиться на m.

Наслiдок. Якщо сума декiлькох доданкiв дiлиться на m i вiдомо,
що всi, крiм одного, доданки дiляться на m, то i доданок, який зали�
шився, також дiлиться на m.

Доведення. Доведемо це твердження для трьох доданкiв. Нехай
a b c s i a, b, s — дiляться на m, тобто s mn, a ml, b mp, де n, l,
p — деякi цiлi числа. Тодi c s a b mn ml mp m n l p , де
n l p є цiлим числом. Це означає, що c дiлиться на m, що i треба
будо довести.

Теорема 2. Якщо хоча б один iз множникiв дiлиться на m, то
й добуток дiлиться на m.
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Доведення. Нехай a дiлиться на m, а c — будь�яке цiле число.
Тодi a mn, де n — цiле число i ac m cn , де cn — цiле число. Це
означає, що ac m� , що i треба було довести.

Теорема 3. Якщо a дiлиться на m, а m дiлиться на n, то a дiлиться
на n (властивiсть транзитивностi).

Доведення. Нехай a mp, m nk, де a, m, p, k — цiлi числа. Тодi

a mp nkp n kp , де kp — цiле число. Тобто a n� , що i треба було до�
вести.

Теорема 4. Якщо a дiлиться на m, а b дiлиться на n, то ab дiлиться
на mn.

Доведення. Нехай a mp, b nl, де a, b, p, l — цiлi числа. Тодi

ab mpnl mn pl , де pl — цiле число. Це означає, що ab mn� , що
i треба було довести.

Наслiдок. Якщо a дiлиться на m, а n будь�яке натуральне число,
то a n дiлиться на m n .

Приклад 1. Довести, що добуток двох послiдовних натуральних
чисел, дiлиться на 2.

Доведення. Нехай n i n 1 — два послiдовних натуральних чис�
ла. Тодi одне з них обов’язково парне, тому добуток n n 1 дiлиться
на 2, що i треба було довести.

Приклад 2. Вiдомо, що ab cd дiлиться на a c. Довести, що
ad bc дiлиться на a c.

Доведення. Оскiльки ab cd дiлиться на a c, то ab cd k a c .

Виконаємо перетворення виразу ad bc:

ad bc a c b d ab cd

a c b d k a c a c b d k ,

де b d k — цiле число. Це означає, що ad bc a c� , що i треба
було довести.

Приклад 3. Довести, що 1 2 3 93 3 3 3… не дiлиться на 10.

Доведення. Позначимо вираз 1 2 3 93 3 3 3… через s. Подамо
вираз у виглядi:

s n1 9 2 8 3 7 4 6 5 10 1253 3 3 3 3 3 3 3 3 .

Звiдси випливає, що s не дiлиться на 10, що i треба було довести.

Приклад 4. В класi навчається 31 учень. Чи може кожен iз них
дружити рiвно з дев’ятьма однокласниками?
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Розв’язання. Припустимо, що це можливо. Тодi кiлькiсть пар

учнiв, якi дружать один з одним, дорiвнює
31 9

2
i має бути цiлим

числом. Але це не так. Отже, припущення неправильне.
Вiдповiдь. Нi, не може.
Приклад 5. Довести, що трицифрове число, яке записане одна�

ковими цифрами, дiлиться на 37.
Доведення. Розглянемо трицифрове число, яке записане одна�

ковими цифрами: aaa a a a a a100 10 111 3 37 , яке дiлиться на
37, що i треба було довести.

Приклад 6. Нехай число a
a

1
— цiле. Довести, що a

a
2

2

1
також

цiле число.
Доведення. Розглянемо

a
a

a a
a a

a
a

1
2

1 1
2

1
2

2

2

2

2
.

Тому a
a

a
a

2

2

2
1 1

2 — цiле число, що i треба було довести.

Приклад 7. Довести, що рiзниця будь�якого трицифрового числа
i трицифрового числа, записаного тими ж цифрами, але в зворотно�
му порядку, дiлиться на 9.

Доведення. Розглянемо

abc cba a b c с b a a c a c100 10 100 10 99 99 9 11 11

дiлиться на 9, що i треба було довести.
Примiтка. Здобута рiзниця дiлиться i на 11, i на 99.

Завдання для самостiйного розв’язування

4.1. Чи дiлиться число a на a? Чи дiлиться число a на a?
4.2. В якому випадку два цiлих числа a i b мають таку властивiсть,

що a дiлиться на b i b дiлиться на a?
4.3. Числа a i b такi, що 0 a b. Чи може a дiлитися на b?
4.4. Доведiть, що добуток трьох послiдовних натуральних чисел

дiлиться на 3.
4.5. Доведiть, що якщоab cd дiлиться наa c (a c), тоad bc також

дiлиться на a c.
4.6. Доведiть, що число mn m n — парне.
4.7. Вiдомо, щоaкратне 3,bкратне 2. Доведiть, що2 3a bкратне 6.
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4.8. Дрiб
a

b
скоротний. Чи скоротний дрiб

a b

a b
?

4.9. Доведiть, що 1 2 3 993 3 3 3… дiлиться на 100.
4.10. Доведiть, що будь�яке натуральне число, десятковий запис

якого складається iз3n (n N) однакових цифр, дiлиться на 37.
4.11. Доведiть, що:

а) ab ba кратне 9; б) abc cba кратне 99;
в) ab ba дiлиться на 11; г) abcd dcba дiлиться на 11.

4.12. Доведiть, що якщо a
a

1
—цiле число, то a

a
3

3

1
також цiле

число.
4.13. Доведiть, що якщо в трицифровому числi двi останнi цифри

однаковi, а сума його цифр дiлиться на 7, то i саме число дiлить�
ся на 7.

4.14. Яких чисел бiльше серед першої тисячі натуральних чисел:
тих, якi дiляться на 3 або на 5, чи тих якi не дiляться нi на 3, нi
на 5?

4.15. Чи iснує таке натуральне число n, щоб сума 1 2 3 … n дорiв�
нювала трицифровому числу, яке складалося б з однакових цифр?

4.16. Доведiть, що:
а) a b a b2 2 � , (a b); б) a b a b2 2 � , a b 0 ;

в) a b a b3 3 � , (a b); г) a b a b3 3 � , (a b 0).

Робота для самоперевiрки

Варiант 1
1. Вiдомо, що a кратне 3, b кратне 8. Доведiть, що ab кратне 24.
2. Число a кратне 6. Доведiть, що a a2 12 кратне 36.
3. Доведiть, щоn n2 3 дiлиться на 2 при будь�якому натуральномуn.
4. Доведiть, щоn n3 5 дiлиться на 3 при будь�якому натуральномуn.
5. Доведiть, що сума кубiв трьох послiдовних натуральних чисел

дiлиться на 9.
6. Доведiть, що 2008 424 4 дiлиться на 2050.

Варiант 2
1. Вiдомо, що a дiлиться на 5, b дiлиться на 6. Доведiть, що ab

дiлиться на 30.
2. Число b кратне 7. Доведiть, що b b2 14 дiлиться на 49.
3. Доведiть, щоn n2 4 дiлиться на 2 при будь�якому натуральномуn.
4. Доведiть, щоn n3 8 дiлиться на 3 при будь�якому натуральномуn.
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5. Доведiть, що сума квадратiв п’яти послiдовних натуральних чи�
сел дiлиться на 5.

6. Доведiть, що 2007 234 4 дiлиться на 2030.

3. Дiлення з остачею

Нам уже вiдомо, що не завжди частка двох цiлих чисел є цiлим
числом. Наприклад, при дiленнi 49 на 3 дістанемо частку 16 i остачу
1, тобто 49 3 16 1.

Означення. Нехай a i m — цiлi числа, m 0. Якщо a можна за�
писати у виглядi a mq r, де 0 r m, то говорять, що при
дiленнi числа a на число m здобуто частку q i остачу r.

У зв’язку з цим означенням виникають два запитання:
1) чи завжди iснують такi числа q i r, що виконується рiвнiсть

a mq r?
2) Скiльки iснує способiв подання числа a при дiленнi його на чис�

ло m?
Вiдповiдi на цi запитання дає теорема iснування та єдиностi.
Теорема. Нехай a — цiле число, m — натуральне. Тодi iснують

числа q i r, такi що 0 r m i a mq r. Числа q i r визначаються
цими умовами однозначно.

Доведення. Виберемо таке натуральне число c, що a c i розгля�

немо числа:

cm, c m1 , c m2 ,..., 2m, m, 0, m, 2m, ..., cm.

Кожне число, починаючи з другого рiвно на m бiльше вiд попе�
реднього, тобто послiдовнiсть зростає. При цьому перше число
менше нiж a, а останнє — бiльше нiж a, оскiльки a c cm (m 1),
отже, виконується нерiвнiсть cm a cm.

Знайдемо в цiй послiдовностi найбiльше число, яке не переви�
щує a, позначимо його через mq.

Наступне число m q 1 буде вже бiльше нiж a:

mq a m q 1 . (1)

Отже, число q обрано. Позначимо через r число a mq; r a mq;
a mq r.

Пiдставимо a mq r у нерiвнiсть (1): mq mq r mq m, звiдси
0 r m.

Таким чином, числа q i r знайденi, тобто доведено, що дiлення
з остачею завжди можливе.
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Доведемо, що число a можна подати у виглядi a mq r єдино
можливим способом. Припустимо, що число a у даному виглядi
можна подати двома способами:

a mq r1 1 , 0 1r m; a mq r2 2 , 0 2r m.

Знайдемо рiзницю цих рiвностей: 0 1 2 1 2q q m r r . Звiдси
r r m q q1 2 1 2 , тобто число r r1 2 дiлиться на m. Нехай r r1 2 i, для
визначеностi, r r1 2 . Тодi r r1 2 0 i r r r m1 2 1 . Звiдси випливає,
що 0 1 2r r m. Це суперечить тому, що r r1 2 дiлиться на m. Отже,
припущення, що r r1 2 неправильне i r r1 2 .

Тодi q q m1 2 0 (m 1), q q1 2 0, q q1 2 .
Теорему доведено.
З цiєї теореми випливає, що будь�яке цiле число a може бути

подано в одному iз виглядiв:

a mq,

a mq 1,

a mq 2,

...

a mq m 1 .

Таким чином, при дiленнi на числоm iснуєm остач: 0, 1, 2, ..., m 1 .
Зокрема, при дiленнi на 2 множина всiх цiлих чисел розбива�

ється на два класи: числа, якi можуть бути записанi у виглядi 2k —
парнi та числа, якi можуть бути записанi у виглядi 2 1k — непарнi.

При дiленнi на 3 маємо три класи чисел: 3k, 3 1k , 3 2k . Цi мiр�
кування часто використовуються пiд час розв’язування задач.

Приклад 1. Довести, що при будь�якому цiлому n число n n3

дiлиться на 6.
Розв’язання. Розкладемо вираз n n3 на множники:

n n n n n n n3 2 1 1 1 .

Число n може бути подано в таких виглядах:

6k, 6 1k , 6 2k , 6 3k , 6 4k , 6 5k .

Розглянемо всi шiсть випадкiв.
1) n k6 , тодi n n n k k k1 1 6 1 6 6 1 6� ;
2) n k6 1, тодi n n n k k k1 1 6 6 1 6 2 6� ;
3) n k6 2, тодi n n n k k k1 1 6 1 6 2 6 3

6 6 1 3 1 2 1 6k k k � ;
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4) n k6 3, тодi

n n n k k k1 1 6 2 6 3 6 4 12 3 1 2 1 3 2 6k k k � ;

5) n k6 4, тодi

n n n k k k1 1 6 3 6 4 6 5 6 2 1 3 2 6 5 6k k k � ;

6) n k6 5, тодi

n n n k k k1 1 6 4 6 5 6 6 12 3 2 6 5 1 6k k k � .

Таким чином, при будь�якому натуральному n число n n3 дi�
литься на 6, що i треба було довести.

Приклад 2. Довести, що при жодному цiлому n число n2 1 не
дiлиться на 3.

Розв’язання. Розглянемо класи подiльностi на 3.

1) n k3 , тодi n k k2 2 21 3 1 9 1. При дiленнi на 3 дiстанемо

остачу 1, отже, n2 1 не дiлиться на 3.

2) n k3 1, тодi n k k k k2 2 2 21 3 1 1 9 6 2 3 3 2 2.

При дiленнi на 3 дiстанемо остачу 2, отже, n2 1не дiлиться на 3.

3) n k3 2, тодi

n k k k2 2 21 3 2 1 9 12 4 1 3 3 4 1 22k k .

При дiленнi на 3 дiстанемо остачу 2, отже, n2 1не дiлиться на 3.

Висновок. При жодному цiлому n число n2 1 на 3 не дiлиться,
що i треба було довести.

Приклад 3. Довести, що при дiленнi суми квадратiв двох послi�
довних цiлих чисел на 4 дiстанемо остачу 1.

Розв’язання. Розглянемо послiдовнi цiлi числа n i n 1,
помiтимо, що їх добуток — парне число (див. приклад 1 п. 2). Сума
квадратiв цих чисел:

n n n n n n n2 2 2 2 21 2 1 2 2 1

2 1 1 2 2 1 4 1n n k k .

Таким чином, при дiленнi суми квадратiв двох послiдовних
цiлих чисел на 4, в остачi дiстаємо 1.

Приклад 4. При дiленнi парного числа a на 3 остача дорiвнює 1.
Чому дорiвнює остача вiд дiлення числа a на 6?

Розв’язання. При дiленнi числа a на 3 остача дорiвнює 1, тому
число a можна подати у виглядi a n3 1. Число a — парне, отже,
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рiвнiсть a n3 1 можлива тiльки у випадку непарного n, тобто
n m2 1. Тодi a n m m3 1 3 2 1 1 6 4.

Вiдповiдь. 4.
Приклад 5. Довести, що число n n2 9 не є кратним 49 при

жодному натуральному n.
Розв’язання. Перетворимо вираз n n2 9:

n n n n2 9 4 3 21.

Якщо n 4є кратним 7, то n 3також є кратним 7 i n n4 3 49� ,
але 21 не дiлиться на 49, тому n n2 9 не дiлиться на 49.

Якщо n 4 не дiлиться на 7, то i n 3 не дiлиться на 7; n n4 3
не дiлиться на 7, тому n n4 3 21 не дiлиться на 7, а тим бiльше
не дiлиться на 49.

Отже, n n2 9 не є кратним 49 при жодному натуральному n,
що i треба було довести.

Приклад 6. Вiдомо, що при дiленнi числа a на 5 остача дорiвнює
1, а при дiленнi на 3 — остача дорiвнює 2.

Знайти остачу вiд дiлення числа a на 15.
Розв’язання. З умови випливає, що a k5 1 або a n3 2. Дом�

ножимо першу рiвнiсть на 6, другу — на 5 i знайдемо їхню рiзницю:

6 30 6

5 15 10

a k

a n

a k n k n k n30 15 4 30 15 1 4 15 15 2 1 11.

Вiдповiдь. 11.
Приклад 7. Довести, що з п’яти будь�яких цiлих чисел завжди

можна вибрати три, сума яких дiлиться на 3.
Розв’язання. Розглянемо можливi випадки.

1) Серед п’яти даних чисел знайдеться три числа з однаковими
остачами вiд дiлення на 3; їхня сума дiлиться на 3.

2) Якщо серед п’яти даних чисел немає трьох чисел з однаковими
остачами вiд дiлення на 3, то знайдеться три числа, при дiленнi
яких на 3, остачi будуть дорiвнювати 0; 1; 2. Їхня сума також
дiлиться на 3, що i треба було довести.

Завдання для самостiйного розв’язування

4.17. Знайдiть частку i остачу при дiленнi числаaна числоm, якщо:
а) a 305, m 43; б) a 305, m 43;
в) a 305, m 43; г) a 305, m 43;
д) a 1, m 4; е) a 2, m 7;
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ж) a 0, m 3.
4.18. Числоa — парне, числоb — непарне. Яким (парним або непар�

ним) може бути число:
а) a b; б) a b;
в) ab; г) 3a b;
д) a b2 ; е) a b2 ;
ж) a b2 ?

4.19. Число a дiлиться на 3, число b не дiлиться на 3. Чи дiлиться на
3 число:
а) a b; б) a b;
в) ab?

4.20. Число a — парне. Чи може остача вiд дiлення числа a на 6
дорiвнювати 1? 3?

4.21. При дiленнi числа a на 12 остача дорiвнює 7. Чому дорiвнює
остача вiд дiлення числа a на 2; 3; 4; 6?

4.22. Непарне число a кратне 3. Чому дорiвнює остача вiд дiлення
числа a на 6?

4.23. Якi натуральнi числа можна записати у виглядi суми чоти�
рьох послiдовних чисел?

4.24. Кожне з парних чисел a i b не дiлиться на 6. Остачi вiд дiлення
цих чисел на 6 — рiзнi. Доведiть, що сума a b дiлиться на 6.

4.25. Числоa не дiлиться нi на 2, нi на 3. Знайдiть остачу вiд дiлення
числа a2 на 6.

4.26. Числа a i b — непарнi, остачi вiд дiлення цих чисел на 4 —
рiзнi. Доведiть, що a b2 2 кратне 8.

4.27. Парне число a не дiлиться на 6. Чому дорiвнює остача вiд
дiлення числа a2 на 12?

4.28. Знайдiть усi числа, при дiленнi яких на 3 остача дорiвнює 1,
а при дiленнi на 5 остача дорiвнює 3.

4.29. Вiдомо, що при дiленнi числа a на 5 остача дорiвнює 2, а при
дiленнi на 3 — остача дорiвнює 1. Знайдiть остачу вiд дiлення
числа a на 15.

4.30. Вiдомо, що при дiленнi числа a на 3 остача дорiвнює 1, а при
дiленнi на 4 — остача дорiвнює 3. Знайдiть остачу вiд дiлення
числа a на: а) 12; б) 6.

4.31. Чи iснує цiле число, при дiленнi якого на 12 остача дорiвнює
11, а при дiленнi на 18 — остача дорiвнює 1?

4.32. Доведiть, що при дiленнi квадрата непарного числа на 8 оста�
ча дорiвнює 1.

4.33. Знайдiть остачу вiд дiлення числа 10 49! на 4.
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Доведiть, що при будь�якому натуральному n справедливе твер�
дження (4.34–4.37).

4.34. а) n n2 3 2� ; б) n n3 1 2� .

4.35. а) n n n2 1 2 1 3� ; б) n n2 1 32 � ; в) n n3 5 3� .

4.36. а) n n n1 3 2 4
2 � ; б) n n2 2 1 4� .

4.37. а) n n n1 2 1 6� ; б) n n3 11 6� ; в) n n n2 6 5 6� .

4.38. Доведiть, що якщо число a не кратне 5, то або a2 1 дiлиться
на 5, або a2 1 дiлиться на 5.

4.39. Доведiть, що при будь�якому цiломуn числоn n5 дiлиться на 5.

4.40. Доведiть, що при будь�якому цiломуn числоn n7 дiлиться на 7.

4.41. Вiдомо, щоa b2 2 дiлиться на 3. Доведiть, щоa ibдiлиться на 3.

4.42. Доведiть, що якщо хоча б одне з чисел a, b не дiлиться на 7, то i
число a b2 2 не дiлиться на 7.

4.43. Доведiть, що якщоa b2 2 дiлиться на 7, тоa b2 2 дiлиться на 49.

4.44. Доведiть, що при будь�якихa ibчислоab a b4 4 дiлиться на 5.

4.45. Доведiть, що якими б не були цiлi числа a, b, c, число
a b c2 2 2 1 не дiлиться на 8.

4.46. Доведiть, що якщо сума трьох цiлих чисел дiлиться на 6, то
i сума кубiв цих чисел дiлиться на 6.

4.47. Жодне з двох трицифрових чисел не дiлиться на 37, а їхня
сума дiлиться на 37. Приписавши одне з чисел до другого, дiста�
немо шестицифрове число. Доведiть, що воно дiлиться на 37.

4.48. Остачi, здобутi вiд дiлення двох трицифрових чисел на 7,
рiвнi. Приписавши одне з чисел до другого, дiстанемо шести�
цифрове число. Доведiть, що воно дiлиться на 7.

4.49. Доведiть, що при будь�якому натуральномуn число виду: а)3 1n ;
б) 4 1n не є квадратом цiлого числа.

4.50. При дiленнi чисел 2146, 1991, 1805 на n дiстали рiвнi остачi.
Знайдiть n.

4.51. Доведiть, що при жодному натуральному n:

а) n n2 3 5 не дiлиться на 121;

б) n n2 5 16 не дiлиться на 169.

4.52. Доведiть, що серед 2008 натуральних чисел знайдеться два
числа, рiзниця яких дiлиться на 2007.
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Робота для самоперевiрки

Варiант 1
1. Число a кратне 3. Чи може остача вiд дiлення числа a на 12

дорiвнювати 2?
2. При дiленнi чиселa ib наm дiстали однаковi остачi. Доведiть, що

рiзниця a b дiлиться на m. Сформулюйте i доведiть обернене
твердження.

3. Парне число a не дiлиться на 4. Доведiть, що остача вiд дiлення
a2 на 32 дорiвнює 4.

4. Доведiть, що якщоm in — непарнi числа, тоm n2 2 дiлиться на 8.
5. Доведiть, що при будь�якому натуральному n число n n n3 23 2

кратне 6.
6. Доведiть, що число n n2 9 не кратне 25 при жодному нату�

ральному n.

Варiант 2
1. Число a кратне 4. Чи може остача вiд дiлення числа a на 12

дорiвнювати 2?
2. При дiленнi чиселa ib наm дiстали однаковi остачi. Доведiть, що

рiзниця 2 2a b дiлиться на m.
3. Доведiть, що квадрат непарного числа при дiленнi на 8 дає оста�

чу 1.
4. Нехай a i b — цiлi числа. Доведiть, що якщо a ab b2 29 дiлиться

на 11, то й a b2 2 дiлиться на 11.
5. Доведiть, що при будь�якому натуральному n число n n n3 23 2

кратне 6.
6. Доведiть, що число n3 2 не дiлиться на 9 при жодному нату�

ральному n.

4. Взаємно простi числа

Якщо число a дiлиться на m, то число m називають дiльником
числа a. Наприклад, числа 2 i –5 є дiльниками числа 20; числа –6 i 8
є дiльниками числа –24.

Означення. Два числа називаються взаємно простими, якщо
вони не мають спiльних натуральних дiльникiв, крiм одиницi.

Наприклад, числа 8 i 15 взаємно простi. Дiйсно, число 8 не може
дiлитися на числа, бiльшi, нiж воно саме. Отже, натуральнi дiльники
числа 8 можуть знаходитись тiльки серед чисел: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.
На 3, 5, 6, 7 число 8 не дiлиться. Залишаються 1, 2, 4, 8 — вони
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i є натуральними дiльниками числа 8. Але число 15 на 2, 4 i 8 не
дiлиться. Числа 8 i 15 мають тiльки один спiльний дiльник серед на�
туральних чисел — це число 1. Це означає, що числа 8 i 15 взаємно
простi.

Числа 24 i 28 не є взаємно простими, тому що мають спiльнi на�
туральнi дiльники, крiм одиницi (наприклад, число 2).

Теорема 1. Якщо числа a i b взаємно простi, то iснують такi чис�
ла x0 i y0 , що ax by0 0 1.

Доведення. Розглянемо всi цiлi числа, якi можна записати у ви�
глядi

ax by, (1)

де x, y — деякi цiлi числа. Наприклад, серед них будуть числа
a b0 , a b2 , 3 5a b i т. д. Серед чисел виду (1) будуть натуральнi.
Дiйсно, якщо a вiд’ємне, то a a b1 0 — додатне (i цiле), тобто
натуральне. Розглянемо найменше натуральне число, яке можна
подати у виглядi ax by. Нехай це буде c ax by0 0 . Доведемо, що
c 1, тобто ax by0 0 1 (цим самим i буде доведена теорема).

Проведемо доведення методом вiд супротивного.
Припустимо, що c 1 i роздiлимо a на c з остачею: a cq r, де

0 r c. Якщо r 0 (тобто r — натуральне число), то

r a cq a ax by q a x q b y q0 0 0 01 .

Таким чином, число r, яке менше вiд c, вдалося подати у виглядi
r ax by. Але це неможливо, тому що c — найменше натуральне
число такого виду.

Отже, r 0 i a cq, тобто a дiлиться на c. Тобто числа a i b мають
спiльний дiльник c, бiльший вiд 1. Це суперечить тому, що числа a i b
взаємно простi. Ця суперечнiсть доводить, що c 1. Теорему до�
ведено.

Зауваження. Теорема 1 дає необхiдну умову того, що числа a i b
взаємно простi.

Теорема 2. Якщо число a дiлиться на кожне iз двох взаємно про�
стих чисел m i n, то воно дiлиться i на добуток m n.

Доведення. Число a дiлиться на m, отже iснує цiле число k таке,
що a mk (1).

Аналогiчно a nl (2), де l — деяке цiле число.
Числа m i n взаємно простi, тобто iснують такi цiлi числа x i y, що

mx ny 1. Помножимо обидвi частини цiєї рiвностi на a:

a amx any.

Роздiл IV. Основи теорiї подiльностi 107



Пiдставимо в праву частину рiвностi замiсть a його значення
з формул (2) i (1):

a nlmx mkny mn lx ky .

Число lx ky — цiле. Отже, a дiлиться на mn, що i треба було до�
вести.

Проiлюструємо цю теорему на прикладах.
Приклад 1. Число 24 дiлиться на 3 i на 4. Числа 3 i 4 взаємно

простi, отже, число 24 повинно дiлиться на добуток 3 4 12.
Дiйсно, 24 дiлиться на 12.
Приклад 2. Число 24 дiлиться на 8 i на 12, проте на добуток

8 12 96 не дiлиться, оскiльки числа 8 i 12 не є взаємно простими.
В цьому випадку теорему 2 застосовувати не можна.

Приклад 3. Довести, що при будь�якому цiлому n число n n3

дiлиться на 6.
Розв’язання. Ми вже розглядали цей приклад в п. 3. Скорис�

таємось розкладанням на множники:

n n n n n3 1 1 .

Це добуток трьох послiдовних чисел, тому вiн дiлиться i на 2,
i на 3. Числа 2 i 3 взаємно простi, тому n n3 дiлиться на добуток
2 3 6. Тобто n n2 6� , що i треба було довести.

Приклад 4. Довести, що якщо n не дiлиться на 3 i на 2, де n 3,
то при дiленнi n2 на 24 остача дорiвнює 1.

Розв’язання. Число n не кратне 2, тому n k2 1.
Розглянемо n n n k k k k2 1 1 1 2 2 2 4 1 — дiлиться

на 8.
Число n не кратне 3, тому або n 1, або n 1 дiлиться на 3. Тодi

n2 1 3� .

Оскiльки 3 i 8 — взаємно простi числа, то

n2 1 3 8� , n2 1 24� i n k2 24 1,

що i треба було довести.
Теорема 3. Якщо добуток ac дiлиться на m i числа c i m взаємно

простi, то a дiлиться на m.
Доведення. Числа c i m взаємно простi, тому iснують такi цiлi

числа x i y, що cx my 1. Помножимо цю рiвнiсть на a, дiстанемо:
a acx amy.
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Добуток ac за умовою дiлиться на m, тому acx amy m� , отже,
а дiлиться на m, що i треба було довести.

Приклад 5. Чи iснує число, для запису якого використовуються
тiльки одиницi (1; 11; 111; ...; 11...1), яке дiлиться на 2009?

Розв’язання. Нехай в цiй нескiнченнiй множинi чисел немає
жодного, яке дiлилося б на 2009. Тодi розглянемо класи остач: 1; 2;
3; ..., 2008. Цих класiв 2008, а чисел — бiльше. Тому за принципом
Дiрiхле знайдуться два числа, якi мають однаковi остачi при дiленнi
на 2009. Отже, рiзниця цих чисел дiлиться на 2009. Зрозумiло, що
рiзниця цих чисел має вигляд: 11...10...0. Запишемо це число
у виглядi добутку 11...1 · 10...0. Числа 10...0 i 2009 взаємно простi,
тому число 11...1 дiлиться на 2009.

Вiдповiдь. Таке число iснує.

Завдання для самостiйного розв’язування

4.53. Чи правильне твердження, що числаn in 1взаємно простi?

4.54. Доведiть, що при будь�якому цiлому n число n n n1 2
2 2

дiлиться на 12.

4.55. Доведiть, що при будь�якому натуральному n число 2 21n n

дiлиться на 6.

4.56. Доведiть, що при будь�якому непарному n число n n3 дiлить�
ся на 24.

4.57. Доведiть, що при будь�якому цiломуn числоn n5 дiлиться на 30.

4.58. Доведiть, що при будь�якому цiлому n число n n n5 35 4 крат�
не 120.

4.59. При яких натуральних значеннях n число n n n n6 5 22 2
дiлиться на 120?

4.60. Доведiть, що при будь�якому цiлому n вираз

n n n n n5 4 3 2

120 12

7

24

5

12 5

є цiлим числом.

4.61. Доведiть, що при будь�яких цiлих a i b число

ab a b a b2 2 2 24

дiлиться на 15.

4.62. Дрiб
a b

a b
скоротний. Чи скоротний дрiб

a

b
?
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4.63. Вiдомо, що числа n i 6 взаємно простi. Доведiть, що при
дiленнi n2 на 24 остача дорiвнює 1.

4.64. Доведiть, що число виду 9 1n не може закiнчуватися двома
або бiльше нулями.

4.65. Знайдiть найменше натуральне число, при дiленнi якого на 2
остача дорiвнює 1, при дiленнi на 3 — остача дорiвнює 2, при
дiленнi на 4 — остача дорiвнює 3, при дiленнi на 5 — остача
дорiвнює 4, при дiленнi на 6 — остача дорiвнює 5.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1

1. Доведiть, що при будь�якому цiлому n число n n2 2 1 дiлиться

на 12.
2. Доведiть, що при будь�якому натуральномуn число2 2 22 1n n n

дiлиться на 14.
3. Доведiть, що якщоn2 1дiлиться на 2, тоn2 1дiлиться i на 8.
4. Знайдiть найменше натуральне число, яке дiлиться на 7, а при

дiленнi на 2, 3, 4, 5, 6 остача дорiвнює 1.

Варiант 2

1. Доведiть, що при будь�якому цiлому n число n n n2 2 3 2

дiлиться на 12.
2. Доведiть, що при будь�якому натуральномуn число3 3 32 1n n n

дiлиться на 14.
3. Доведiть, що якщоn2 1дiлиться на 2, тоn2 1дiлиться i на 8.
4. Знайдiть найменше натуральне число, яке дiлиться на 6, а при

дiленнi на 2, 3, 4, 5, остача дорiвнює 1.

5. Формули скороченого множення i подiльнiсть

Ми вже знаємо цiлу низку корисних тотожностей, якi назива�
ють формулами скороченого множення:

a b a b a b2 2 ;

a b a ab b a b2 2 3 3 ;

a b a ab b a b2 2 3 3 .

Цi формули можна використовувати для розкладання многоч�
ленiв на множники, звiдки випливають кориснi факти:
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a b a b2 2 � ; a b a b2 2 � ; a b a b3 3 � ; a b a b3 3 � .

Можна довести, що для будь�якого натурального числа n спра�
ведливi такi твердження:

a b a bn n � ; a b a bn n2 2 � ; a b a bn n2 1 2 1 � .

Розглянемо приклади використання цих тверджень.
Приклад 1. Довести, що при будь�якому натуральному n число

2 14n кратне 15.

Розв’язання. 2 1 2 1 16 14 4n n n — дiлиться на 16 1 15.

Що i треба було довести.
Приклад 2. Довести, що при парному натуральному n число

7 5n n дiлиться на 24.
Розв’язання. За умовою n — парне, отже n k2 .

7 5 7 5 7 5 49 252 2 2 2n n k k k k k k

дiлиться на 49 25 24, що i треба було довести.
Приклад 3. Довести, що 9 4 1n n кратне 5 при будь�якому нату�

ральному n.
Розв’язання. Перетворимо вираз 9 4 1n n таким чином:
9 4 9 4 4 4 4 9 4 5 41n n n n n n n n n .

Число 9 4n n дiлиться на 9 4 5 i 5 4 5n � , тому 9 4 5 4n n n

дiлиться на 5, звiдки 9 4 1n n дiлиться на 5, що i треба було довести.
Приклад 4. Довести, що при будь�якому натуральному n число

7 5 12 62n n дiлиться на 19.
Розв’язання. Перетворимо вираз 7 5 12 62n n .

7 5 12 6 7 25 7 6 7 6 12 62n n n n n n 7 25 6 19 6n n n .

Число 25 6n n дiлиться на 25 6 19 i 19 6 19n � , тому 7 5 12 62n n

дiлиться на 19, що i треба було довести.
Приклад 5. Довести, що при будь�якому натуральному n число

1 3 5 7n n n n кратне 4.
Розв’язання

7 5 3 1n n n n 7 3 5 1 2 3 2n n n n n

7 3 5 1 2 3 1n n n n n .

Перший доданок 7 3n n дiлиться на 7 3 4;
другий доданок 5 1n n дiлиться на 5 1 4;
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третiй доданок 2 3 1n дiлиться на 4, оскiльки 3 1n — парне

число (сума двох непарних чисел).
Таким чином, 7 5 3 1n n n n дiлиться на 4, що i треба було до�

вести.

Завдання для самостiйного розв’язування

4.66. Доведiть, що непарний натуральний степiнь числа 23, збiль�
шений на 1, дiлиться на 12.

4.67. Доведiть, що парний натуральний степiнь числа 7, зменше�
ний на 1, дiлиться на 48.

4.68. Доведiть, що при будь�якому непарному натуральному n:
а) 5 2 7n n � ; б) 5 11 2 6n n � .

4.69. Доведiть, що при будь�якому парному натуральному n:
а) 5 3 16n n � ; б) 4 14 15n � .

4.70. Доведiть, що при будь�якому парному натуральному n:
а) 21 4 172n n � ; б) 15 7 81n n � ;

в) 13 3 102n n � ; г) 5 7 9 4n n � ;

д) 7 8 572 2 1n n � ; е) 5 8 2 31n n n � ;

ж) 3 5 7 9 4n n n n � ; з) 5 7 9 11 4n n n n � .

4.71. Доведiть, що при будь�якому натуральномуn число5 3 2n n n
дiлиться на 4.

6. Найбiльший спiльний дiльник. Алгоритм Евклiда*

Кожне цiле число, яке не дорiвнює нулю, має скiнченну кiлькiсть
дiльникiв. Якщо m є дiльником числа a, то m також є дiльником
числа a. Ми будемо розглядати тiльки натуральнi дiльники числа a.
Найменшим натуральним дiльником числа a є число 1, найбiль�
шим — число a.

Числа a i b, хоча б одне iз яких не дорiвнює нулю, мають скiнчен�
ну кiлькiсть спiльних дiльникiв. Найменшим спiльним дiльником
чисел a i b є одиниця. Найбiльший спiльний дiльник чисел a i b по�
значають НСД a b; або d a b; . Наприклад, числа 36 i 24 мають 6
спiльних дiльникiв: 1, 2, 3, 4, 6, 12. Найбiльшим спiльним дiльни�
ком є 12, тобто d 36 24 12; .

Розглянемо деякi властивостi найбiльшого спiльного дiльника.
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* Евклiд (бл. 365 – бл. 300 до н. е.) — давньогрецький математик.

Теорема 1. Нехай a i b — цiлi числа, хоча б одне iз яких не дорiв�
нює нулю, d d a b; — їхнiй найбiльший спiльний дiльник.

Тодi iснують цiлi числа m i n, такi що ma nb d.
Доведення. Оскiльки d є дiльником числа a, то a kd (1), ана�

логiчно b ld (2). Числа k i l — взаємно простi. Дiйсно, якщо б числа
k i l мали спiльний дiльник c (c 1), то k cx i l cy, тому a cdx i
b cdy, отже, число cd — спiльний дiльник чисел a i b, причому cd d
(c 1). Але це суперечить тому, що d — найбiльший спiльний дiль�
ник чисел a i b. Отже, k i l — взаємно простi числа. За теоремою 1 п. 4
iснують такi цiлi числа m i n, що km nl 1. Помножимо цю рiвнiсть
на d i враховуємо (1) i (2): kdm ldn d; am bn d, що i треба було
довести.

Теорема 2. Нехай a i b — цiлi числа, хоча б одне з яких не дорiв�
нює нулю, d d a b; — їхнiй найбiльший спiльний дiльник. Число c
є спiльним дiльником чисел a i b тодi, i тiльки тодi, коли воно
є дiльником числа d.

Доведення
1) Нехай c — спiльний дiльник чисел a i b, тодi a дiлиться на c, b

дiлиться на c. d am bn, отже, d також дiлиться на c.
2) Якщо d дiлиться на c, то з того, що a kd i b ld випливає, що a i b

дiлиться на c. Теорему доведено.
Існує досить простий спосiб, який дозволяє знаходити найбiль�

ший спiльний дiльник двох натуральних чисел. Вiн називається ал�
горитмом Евклiда.

Алгоритм Евклiда ґрунтується на лемi.
Лема. Нехай a i b — натуральнi числа, r — остача вiд дiлення a i b.

Тодi найбiльший спiльний дiльник чисел a i b дорiвнює найбiльшому
спiльному дiльнику чисел b i r. Тобто НСД НСДa b b r; ; .

Доведення. Оскiльки r — остача вiд дiлення a на b, то a bq r,

де q — цiле число. Нехай c — деякий спiльний дiльник чисел a i b.
Враховуючи, що r a bq, r дiлиться на c, отже, c — спiльний дiль�
ник пари b r; .

Навпаки, якщо c — спiльний дiльник чисел b i r, то число a bq r
також дiлиться на c, тому c — спiльний дiльник чисел a i b.

Таким чином, числа a i b мають тi ж самi спiльнi дiльники, що
й числа b i r. Отже, найбiльший спiльний дiльник чисел a i b спiвпа�
дає з найбiльшим спiльним дiльником чисел b i r, що i треба було
довести.

Продемонструємо застосування цiєї леми на прикладi.
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Приклад 1. Знайти найбiльший спiльний дiльник чисел 645 i 381.

Розв’язання
1) Подiлимо з остачею 645 на 381: 645 381 1 264.

Згiдно з лемою НСД НСД645 381 381 264; ; .
2) Подiлимо 381 на 264: 381 264 1 117;

НСД НСД381 264 117 30; ; .

3) Подiлимо 117 на 30; 117 30 3 27;

НСД НСД117 30 30 27; ; .

5) Подiлимо 30 на 27: 30 27 1 3;

НСД НСД30 27 27 3; ; .

6) Подiлимо 27 на 3: 27 3 9 0; НСД 27 3 3; . Дiстали:

НСД НСД645 381 381 264; ; НСД ; НСД ;264 117 117 30

НСД НСД30 27 27 3 3; ; .

Вiдповiдь. НДС 645 381 3; .

Загальний вигляд алгоритма Евклiда

1. Подiливши a на b з остачею r1 , дiстанемо: a bq r1 1 .
2. Подiливши b на r1 з остачею на r2 , дiстанемо: b r q r1 1 2 .
3. Подiлившиr1 наr2 з остачеюr3 , дiстанемо:r r q r1 2 3 3 i так далi.

В результатi ми дiстанемо спадну послiдовнiсть натуральних чи�
сел: a b r r r1 2 3 .... Натуральних чисел, менших нiж a, скiнчен�
на кiлькiсть. Тому, на якомусь кроцi ця послiдовнiсть обiрветься,
тобто rk 1 роздiлиться на rk без остачi. Тодi НСД r r rk k k1 ; , тобто
остання, вiдмiнна вiд нуля, остача i є найбiльшим спiльним дiльни�
ком чисел a i b.

Примiтка. Якщо НСД a b; 1, то числа a i b є взаємно простими.

Враховуючи алгоритм Евклiда i теорему 1 п. 6, дiстанемо ознаку
взаємно простих чисел.

Натуральнi числа a i b є взаємно простими тодi i тiльки тодi,
коли iснують такi числа m i n, що am bn 1.

Приклад 2. Довести, що числа n i n 1 — взаємно простi.
Розв’язання. Застосуємо алгоритм Евклiда.

НСД НСДn n n1 1 1; ; ,

тобто числа n i n 1 — взаємно простi, що i треба було довести.
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Приклад 3. Довести, що дрiб
12 1

30 2

n

n
нескоротний.

Розв’язання. І спосiб. Розглянемо

НСД НСД НСД30 2 12 1 12 1 6 6 1 1n n n n n; ; ; .

Отже, числа 12 1n i 30 2n взаємно простi, тому дрiб
12 1

30 2

n

n
не�

скоротний, що i треба було довести.

ІІ спосiб. Доведемо, що числа 30 2n i 12 1n взаємно простi, за�
стосувавши ознаку. Для цього пiдберемо такi цiлi числа x i y, щоб
виконувалась рiвнiсть: x n y n30 2 12 1 1. Пiсля перетворення
дiстанемо: 30 12 2 1x y n x y . Звiдси випливає система рiвнянь:

30 12 0

2 1

x y

x y

,

.

Розв’яжемо її:

5 2 0

2 1

1

2

2

5

x y

x y

x

y

, ,

.

Дiйсно, 2 30 2 5 12 1 1n n , отже, числа 30 2n i 12 1n вза�

ємно простi i дрiб
12 1

30 2

n

n
нескоротний, що i треба було довести.

Завдання для самостiйного розв’язування

4.72. Знайдiть за допомогою алгоритма Евклiда НСД a b; , якщо:
а) a 846, b 246; б) a 1960, b 588;
в) a 15283, b 10013; г) a 2747, b 2173;
д) a 6499, b 2077; е) a 12763, b 7571;
ж) a 2001, b 1947; з) a 3503, b 2231.

4.73. Знайдiть найбiльший спiльний дiльник чисел:
а) 2 2n i 2n; б) 6 3n i 3n4
в) 30 25n i 20 15n ; г) 2 3n i n 7.

4.74. Доведiть, що:
а) НСД НСДa b a a b; ; ; б) НСД НСДa b a a b; ; .

4.75. Доведiть, що НСД НСД13 8 5 3a b a b a b; ; .
4.76. Доведiть, що якщо числа a i b взаємно простi, то

НСД 11 2 18 5a b a b;

дорiвнює або 1, або 19.
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4.77. Доведiть, що якщо НСД a b; 1, то:

а) НСД аb a b; 1; б) НСД ab a b; 1.

4.78. Доведiть, що при будь�якому натуральному n числа
n n 1

2
і 2 1n взаємно простi.

4.79. Доведiть, що дрiб
n

n

1

2 1
нескоротний при всiх натуральнихn.

7. Найменше спiльне кратне

Кратне число a, яке не дорiвнює нулю, має безлiч кратних; всi
числа..., 5a, 4a, 3a, 2a, a, 0, a, 2a, 3a, 4a, 5a,… є кратними числа a.

Далi ми будемо розглядати тiльки натуральнi числа. Для будь�
яких натуральних чисел a i b можна знайти натуральне число, яке
є їхнiм спiльним кратним. Наприклад, спiльним кратним чисел a i b
є добуток ab: вiн дiлиться на a i на b. Трапляється, що числа a i b ма�
ють спiльне кратне, менше вiд добутку ab. Наприклад, добуток чи�
сел 18 i 24 дорiвнює 432, але числа 18 i 24 мають спiльнi кратнi,
меншi нiж 432, — це числа 72, 144, 216, 288, 360.

Означення. Найменше натуральне число серед спiльних кратних
чисел a i b, називається найменшим спiльним кратним чисел a i b.
Позначається НСК a b; . Для чисел 18 i 24: НСК 18 24 72; .

Теорема. Для будь�яких натуральних чисел a i b добуток їхнього
найбiльшого спiльного дiльника i найменшого спiльного кратного
дорiвнює добутку чисел ab. НСД НСКa b a b ab; ; .

Доведення. Позначимо НСД a b d; ; НСК a b n; . Тодi a kd,

b ld, де k i l — взаємно простi числа (див. теорему 1 п. 6); n xa,
n yb, де x i y — деякi натуральнi числа.

Таким чином, n xkd i n yld, звідки
n

d
xk i

n

d
yl. Бачимо, що

n

d
— натуральне число, яке дiлиться i на k, i на l. Оскiльки числа k i l

взаємно простi, то
n

d
дiлиться на їхнiй добуток (теорема 2 п. 4), тобто

n

d
ckl, де c — деяке натуральне число, яке є спiльним кратним чи�

сел a i b, має вигляд n ckld, де c — деяке натуральне число.
Оскiльки c — натуральне число, то c 1, тому n kld.
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Розглянемо число kld. kld l kd la, тобто kld дiлиться на a;
kld k ld kb, тобто kld дiлиться на b.

Звiдси випливає, що kld є найменшим спiльним кратним чисел a
i b: НСК a b kld; .

Помножимо цю рiвнiсть на число НСД a b d; , дiстанемо
НСД НСКa b a b kld d kd ld ab; ; , що i треба було довести.

Наслiдок 1. Найменше спiльне кратне двох натуральних чисел a

i b можна знаходити за формулою: НСК
НСД

a b
ab

a b
;

;
.

Наслiдок 2. Якщо числа a i b взаємно простi, то їхнє найменше
спiльне кратне дорiвнює добутку ab.

Приклад 1. Знайти найменше спiльне кратне чисел 645 i 381.
Розв’язання. НСД 645 381 3; (див. приклад 1 п. 6)

НСК 645 381 81915; .

Вiдповiдь. НСК 645 381 81915; .

Приклад 2. Двi подруги купили по однiй однаковiй книзi. Одна
з них заплатила в касу купюрами по 2 гривнi, а друга — по 5 гри�
вень; всього в касу вони дали менше нiж 10 купюр. Скiльки коштує
кожна книга?

Розв’язання. Вартiсть книги дiлиться на 2 i на 5, отже, вона
кратна 10. За кожнi 10 гривень перша подруга повинна дати в касу
5 купюр, а друга — 2 купюри, тобто загальна кiлькiсть купюр крат�
на 7. За умовою це число менше 10, тому в касу подруги дали 7 ку�
пюр. Звiдси випливає, що вартiсть кожної книги 10 гривень.

Вiдповiдь. 10 гривень.

Завдання для самостiйного розв’язування

4.80. Добуток двох взаємно простих чисел дорiвнює 1328. Чому до�
рiвнює найменше спiльне кратне цих чисел? Знайдiть цi числа.

4.81. Знайдiть найменше спiльне кратне чисел a i b, якщо:
а) a 846, b 246; б) a 1960, b 588;
в) a 2173, b 2747; г) a 6499, b 2077;
д) a 12769, b 7571; е) a 3503, b 2231.
Вказiвка. Скористайтеся деякими результатами вправи 4.17.

4.82. Зведiть дроби
111

21120
i

1237

30270
до спiльного знаменника.

4.83. Виконайте додавання дробiв
7

192
i

187

1620
.
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4.84. Доведiть, що якщо числоc дiлиться на кожне з двох натураль�
них чисел a i b, то воно дiлиться на їхнє найменше спiльне
кратне.

4.85. Знайдiть два натуральних числа, сума яких дорiвнює 35, а на�
йменше спiльне кратне дорiвнює 12.

8. Простi числа

Означення. Натуральне число p 1 називається простим, як�

що, крiм 1 i p, воно не має iнших натуральних дiльникiв.

Означення.Натуральне число p 1називається складеним, як�

що воно має бiльше нiж два натуральних дiльника.

Оскiльки одиниця має тiльки один натуральний дiльник, то во�
на не є простим, анi складеним числом.

Серед перших 20 натуральних чисел є вiсiм простих — це числа
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Усi iншi (крiм одиницi) — складенi.

Для будь�якого вiдрiзка натурального ряда чисел, починаючи iз
2, можна «вiдсiяти» складенi числа, користуючись способом, який
називається «решето Ератосфена». Покажемо цей спосiб на вiдрiзку
чисел вiд 2 до 20.

Випишемо всi цi числа в таблицю:
2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20.

Викреслимо всi числа, бiльшi вiд 2 i кратнi 2.
Наступне незакреслене число 3 є простим. Викреслимо всi чис�

ла, бiльшi вiд 3 i кратнi 3. Наступне незакреслене число 5 є про�
стим. Але серед незакреслених чисел немає кратних 5 (крiм 5).

Числа, якi залишилися незакресленими: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19 — простi.

Теорема 1. Якщо натуральне число p 1 не дiлиться на жодне
з простих чисел, квадрати яких не перевищують p, то число p —
просте.

Для доведення цiєї теореми скористаємося лемою.
Лема. Будь�яке натуральне число, бiльше вiд одиницi, має хоча

б один простий дiльник.
Доведення. Нехай a1 — дане натуральне число. Якщо a1 — про�

сте, то a1 i є простим дiльником числа a1 . Якщо a1 — складене, то
знайдеться дiльник a2 числа a1 , який не дорiвнює 1 i a1 .

118 Матерiали для факультативних занять, спецкурсiв, гурткiв. Математика 5–7

Якщо a2 — просте число, то a2 є простим дiльником числа a1 .
В iншому випадку можна знайти a3 — дiльник a2 , a3 1, a a3 2 .
Отже, маємо a a a1 2 3 .... Оскiльки натуральних чисел, менших
вiд a1 , скiнченна кiлькiсть, то врештi�решт знайдеться простий
дiльник числа a1 .

Доведення теореми 1. Якщо число p не є простим, то знайдеть�

ся число a — дiльник p, причому a 1, a p. Таким чином, p ab.
Нехай a b. Тодi a ab2 , тобто a p2 . Згiдно з лемою знайдеться про�

стий дiльник q числа a. Зрозумiло, що q є дiльник числа p. Оскiльки
q a, то q p2 . Отже, якщо число p не є простим, то знайдеться про�

стий дiльник q числа p, квадрат якого не перевищує p. Звiдси i вип�
ливає справедливiсть теореми.

Приклад 1. Перевiрити, чи є простим число 2003.
Розв’язання. Згiдно з теоремою 1 досить перевiрити, чи дiлиться

2003 на такi простi числа: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43. Наступне просте число 47 перевiряти не варто, оскiльки
47 20092 , а 2009 2003. Очевидно, що 2003 не дiлиться нi на 2, нi
на 3, нi на 5. Крiм того, 2003 2002 1 2 1001 1, а число
1001 7 11 13, тому при дiленнi числа 2003 на 7; на 11; на 13 остача
дорiвнює 1.

Для простих чисел, якi залишилися, маємо:

2003 17 117 14; 2003 19 105 8; 2003 23 87 2;

2003 31 64 19; 2003 41 48 35; 2003 29 69 2;

2003 37 54 5; 2003 43 46 25.

Висновок. 2003 — просте число.
Приклад 2. Довести, що при натуральному n 1 число n 4 4 —

складене.
Розв’язання. Перетворимо в добуток вираз n 4 4:

n n n n4 4 2 24 4 4 4

n n n n n n2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 .

При n 1 число n n2 2 2 1, тому n 4 4 має дiльники, якi не
дорiвнюють 1 in 4 4, отже числоn 4 4є складеним, що i треба було
довести.

Приклад 3. Довести, що якщо pпросте число i p 3, то його мож�
на подати у виглядi p k6 1 або p k6 1.
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Розв’язання. При дiленнi на 6 iснує шiсть класiв остач: 0, 1, 2,
3, 4, 5. Випадки p k6 , p k6 2, p k6 3, p k6 4 неможливi,
оскiльки p — просте число. Залишаються випадки p k6 1 або
p k6 5. Але p k k6 5 6 1 1, отже p m6 1 або p m6 1, що
i треба було довести.

Приклад 4. Вiдомо, що числа p, p 10 i p 14 простi. Знайти p.
Розв’язання. Очевидно, що при p 2 умова не виконується,

оскiльки p 10 2 10 12 — не є простим числом.
При p 3числа p, p 10 i p 14 є простими: 3 10 13, 3 14 17,

отже, p 3 задовольняє умову.
При p 3 p k6 1 i тодi p k k10 6 1 10 6 9 — складене або

p k6 1 i тодi p k k14 6 1 14 6 15— складене.
Отже, iнших p, якi б задовольняли умову, немає.
Вiдповiдь. p 3.

Повернемося до «решета Ератосфена». Ми бачимо, що на кожно�
му вiдрiзку натурального ряду кiлькiсть простих чисел скiнченна.
Виникає запитання: чи не вiдбувається так, що починаючи з деяко�
го числа P, не iснує жодного простого числа?

Наступна теорема, яку довiв Евклiд, дає заперечну вiдповiдь на
це запитання.

Теорема 2. Множина простих чисел нескiнченна.
Доведення.Припустимо, що кiлькiсть простих чисел скiнченна.

Тодi їх можна перелiчити: 2, 3, 5, 7,..., P, де P— найбiльше просте
число. Нехай число N P2 3 5 7 1… . Згiдно з лемою, яку доведе�
но в цьому пунктi, це число повинно мати простий дiльник. Але
числоN не дiлиться на жодне з чисел 2, 3, 5, 7, ..., P, бо має остачу 1
при дiленнi на кожне з них. Ця суперечнiсть показує, що припу�
щення про скiнченнiсть множини простих чисел неправильне.
Отже, множина простих чисел нескiнченна, що i треба було довести.

З леми, яку було доведено в цьому пунктi, випливає ще один
важливий факт.

Теорема 3. Кожне натуральне число, бiльше вiд одиницi, може
бути розкладено на простi множники.

Будь�якi два розклади одного й того самого числа на простi
множники можуть вiдрiзнятися тiльки порядком множникiв.

Канонiчний вигляд розкладу натурального числа на простi
множники:n p p pm m

k
m k

1 2
1 2 … , де p1 , p2 , ..., pk —рiзнi простi числа,

m1 ,m2 , ...,mk — деякi натуральнi числа.
Приклад 5. Розкласти на простi множники число 28 350.
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Розв’язання. Будемо послiдовно дiлити число 28 350 на простi
числа 2, 3, 5 i т. д.

28350 2 14175 2 3 4725 2 3 3 1575 2 3 3 3 525

2 3 3 3 3 175 2 3 3 3 3 5 35 2 3 3 3 3 5 5 7 2 3 5 74 2

— канонiчний розклад числа 28 350 на простi множники.

Завдання для самостiйного розв’язування

4.86. З’ясуйте, чи є число 353 простим.
4.87. Якi з чисел, розташованих мiж числами 2320 i 2350, є про�

стим?
4.88.Доведiть,щоякщочислоn—складене, то i2 1n —складене.
4.89.Доведiть,щоякщо p—простечисло, p 3,то p2 1дiлитьсяна24.

4.90. Складiть таблицю всiх простих чисел, менших вiд 1000.
4.91.Знайдiтьусiпростiчисла p,прияких8 12p єпростимчислом.

4.92. Числа p i 2 1p — простi (p 3). Доведiть, що число 4 1p —
складене.

4.93. Знайдiть усi натуральнi числа n, такi що числа n 2, n 24,
n 26 — простi.

4.94. Доведiть, що число 2 510 12 — складене.
4.95. Знайдiть усi двоцифровi числа, такi що ab ba є точним квад�

ратом.
4.96*. Доведiть, що якщо m 1 1! дiлиться на m, то число m —

просте.
4.97*.Доведiть,щоякщоm—простечисло,то m 1 1! дiлитьсянаm.
4.98*. Доведiть, що iснує безлiч простих чисел, при дiленнi яких на

3 остача дорiвнює 2.
4.99*. Доведiть, що числоn p p pm m

k
m k

1 2
1 2 … , записане в канонiчно�

мувиглядi,має m m mk1 21 1 1… натуральнихдiльникiв.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1
1. Знайдiть найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне
кратне чисел 2736 i 1140.

2. Доведiть, що при будь�якому натуральному n дрiб
4 1

7 2

n

n
неско�

ротний.
3. Вiдомо, що числа p, p 4, p 14— простi. Знайдiть p.
4. Доведiть,щоякщо p—простечисло, p 3, то p2 1дiлитьсяна12.
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5. Знайдiть кiлькiсть дiльникiв числа 2700.
6. Доведiть, що в ряду натуральних чисел iснують 2003 складених
чисел, якi йдуть поспiль.

Варiант 2
1. Знайдiть найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне
кратне чисел 1020 i 1224.

2. Доведiть, що при будь�якому натуральномуn дрiб
12 1

30 2

n

n
неско�

ротний.
3. Вiдомо, що числа p, p 10, p 20 — простi. Знайдiть p.
4. Доведiть, що якщо p, q — простi числа, p 3, q 3, то p q2 2 дi�

литься на 24.
5. Знайдiть кiлькiсть дiльникiв числа 3600.
6. Доведiть, що в ряду натуральних чисел iснують 2008 складених
чисел, якi йдуть поспiль.

9. Конгруенцiї за модулем. Мала теорема Ферма*

Означення. Якщо два числа a i b при дiленнi наm мають одна�
ковi остачi, то говорять, що a i b конгруентнi за модулем m.

Позначення: a b mmod або a b
m

.

Теорема 1 (критерiй конгруентностi)
Два числа конгруентнi за модулем m, тодi й тiльки тодi, коли

рiзниця a b дiлиться наm, тобто

a b a b m
m

� .

Доведення.

1) Нехайa b
m

, тобто числаa ibмають однаковi остачi при дiленнi на
m. Тодi a mq r, b mq r1 , де q i q1 — деякi цiлi числа.
Розглянемо рiзницю a b mq r mq r m q q1 1 , звiдки

випливає, що a b m� .
2) Навпаки, нехай a b m� . Тодi a b mk, де k — цiле число.
Роздiлимо b на m з остачею: b mq r, де 0 r m.
З рiвностi a b mk виразимо a: a b mk. Оскiльки b mq r, то

a mq r mk m q k r, де 0 r m.
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* Ферма П’єр (1601–1665) — французьський юрист і математик.

Отже, число a має ту саму остачу при дiленнi наm, що i число b,

тобто a b
m

, що i треба було довести.

Теорема 2. Конгруенцiї можна додавати i вiднiмати почленно,

тобто якщо a b
m

i c d
m

, то a c b d
m

; a c b d
m

.

Доведення.Якщоa b
m

, то a b m� , тобтоa b mk (1), деk—цiле

число. Аналогiчно c d ml (2), де l — цiле число. Додамо (1) i (2),
дiстанемо: a b c d m k l або a c b d m k l . Отже,

a c b d дiлиться таm, тобто a c b d
m

.

Аналогiчно доводиться, що a c b d
m

.

Теорема 3. Конгруенцiї можна почленно перемножати, тобто,

якщо a b
m

i c d
m

, то ac bd
m

.

Доведення. Якщо a b
m

, то a b mk, де k — цiле число. Якщо

c d
m

, то c d ml, де l — цiле число.

Розглянемо

ac bd ac ad ad bd a c d d a b aml dmk m al dk .

Це означає, що рiзниця ac bd дiлиться наm i ac bd
m

, то i треба
було довести.

Зауваження. Теореми 2 i 3 справедливi i для будь�якої скiнчен�
ної кiлькостi доданкiв або множникiв. Це можна довести за допомо�
гою принципу математичної iндукцiї.

Наслiдок 1. Конгруенцiю можна пiдносити до степеня, тобто,

якщо a b
m

i n — натуральне число, то a bn
m

n .

Наслiдок 2. Нехай P x — многочлен з цiлими коефiцiєнтами.

Якщо a b
m

, то P a P b
m

.

Приклад 1. Довести, що n n3 дiлиться на 6 при будь�якому на�
туральному n.

Розв’язання.Ми вже знаємо, що при дiленнi на 6 можливi шiсть
класiв остач: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

1) n
6

0, тодi n n3
6

3
6

0 0 0;

2) n
6

1, тодi n n3
6

3
6

1 1 0;

3) n
6

2, тодi n n3
6

3
6

2 2 0;
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4) n
6

3, тодi n n3
6

3
6 6

3 3 24 0;

5) n
6

4 або n
6

2 , тодi n n3
6 3 6 6

2 2 6 0;

6) n
6

5 або n
6

1, тодi n n3
6 3 6

1 1 0.

Отже, при будь�якому натуральномуn n n3 6� , що i треба було

довести.
Приклад 2. Довести, що при будь�якому натуральному n число

12 112 1 2n n дiлиться на 133.
Розв’язання. Розглянемо кожний доданок окремо:

12 12 12 12 1442 1 2n n n ; 144 11
133

,

отже 144 11
133

n n i 144 12 112 1
133

n n (1).

11 11 11 121 112 2n n n ; 121 12
133

,

отже 121 11 12 11
133

n n i 11 12 112
133

n n (2).

Додамо (1) i (2), дiстанемо: 12 11 12 11 12 11 02 1 2
133 133

n n n n ,

звiдки випливає, що 12 11 1332 1 2n n � при всiх натуральнихn, що

i треба було довести.
Приклад 3. Знайти остачу вiд дiлення числа 222555 на 7.

Розв’язання. Оскiльки 222 7 31 5, то 222 5
7

i 222 5555
7

555 .

Тепер подивимось, як повторюються остачi вiд дiлення степенiв
числа 5 на 7:

5 51
7

; 5 42
7

; 5 63
7

; 5 24
7

; 5 35
7

; 5 16
7

.

Цикл замкнувся. Можна стверджувати, що для будь�якого нату�
рального k:

5 16
7

k ; 5 56 1
7

k ; 5 46 2
7

k ; 5 66 3
7

k ; 5 26 4
7

k ; 5 36 5
7

k .

Тепер з’ясуємо, чому дорiвнює остача при дiленнi числа 555 на

6. Оскiльки 555 6 92 3, тому 5 5 6555 6 92 3
7

.

Вiдповiдь. 6.
Приклад 4. Чи дiлиться число 222 555555 222 на 7?

Розв’язання. Ми вже знаємо, що 222 6555
7

(1).

Розглянемо 555222 .
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555 2
7

(оскiльки 555 7 79 2), отже 555 2222
7

222 . Дослiдимо

остачi вiд дiлення степенiв числа 2 на 7:

2 21
7

; 2 42
7

; 2 13
7

.

Цикл замкнувся. Отже, для будь�якого натурального k маємо:

2 13
7

k ; 2 23 1
7

k ; 2 43 2
7

k .

Розглянемо число 222. Воно дiлиться на 3: 222 3 74, отже,

2 1222
7

i 555 1222
7

(2).

Додаючи (1) i (2), дiстанемо: 222 555 6 1 7 0555 222
7 7 7

. Це озна�

чає, що число 222 555555 222 дiлиться на 7.
Вiдповiдь. 222 555 7555 222 � .

Приклад 5. Якою цифрою закiнчується число 777777?
Розв’язання. Для того, щоб дiзнатися, якою цифрою закiнчу�

ється число, треба знайти остачу вiд дiлення цього числа на 10.

777 7
10

, отже 777 7777
10

777 .

Дослiджуючи остачi вiд дiлення степенiв числа 7 на 10, дiстанемо:

7 71
10

; 7 92
10

; 7 33
10

; 7 14
10

.

Цикл замкнувся, отже, для будь�якого натурального k маємо:

7 14
10

k ; 7 74 1
10

k ; 7 94 2
10

k ; 7 34 3
10

k .

Знайдемо остачу вiд дiлення числа 777 на 4: 777 4 194 1,

отже, 777 7 7777
10

4 194 1
10

i 777 7777
10

.

Вiдповiдь. Число 777777 закiнчується цифрою 7.
Примiтка. Подивимось, як змiниться вiдповiдь, якщо запитан�

ня сформулювати так: «Якою цифрою закiнчується число7772008?»
Очевидно, що змiни стосуються тiльки кiнцевої частини мiрку�

вань: треба було б шукати остачу вiд дiлення числа 2008 на 4.

2008 4 502 0. Тодi 7 12008
10

i 777 12008
10

.

Отже, число 7772008 закiнчується цифрою 1.

Приклад 6. Якою цифрою закiнчується число 20082007
2006

?

Розв’язання. 2008 8
10

, тому 2008 82007
10

20072006 2006

.

Дослiдимо остачi вiд дiлення степенiв числа 8 на 10:
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8 81
10

; 8 42
10

; 8 23
10

; 8 64
10

; 8 85
10

.

Цикл замкнувся, тому для будь�якого натурального k маємо:

8 64
10

k ; 8 84 1
10

k ; 8 44 2
10

k ; 8 24 3
10

k .

Тепер треба з’ясувати, чому дорiвнює остача вiд дiлення числа

20072006 на 4. 2007 3
4

, тому 2007 32006
4

2006 .

При дiленнi степенiв числа 3 на 4 маємо:

3 31
4

; 3 12
4

; 3 33
4

.

Отже, для будь�якого натурального k 3 12
4

k . Таким чином,

3 12006
4

i 2007 12006
4

. Тепер 8 82007
102006

i 2008 82007
42006

.

Вiдповiдь. Число 20082007
2006

закiнчується цифрою 8.

Теорема 3. (Мала теорема Ферма)
Доведiть, що при будь�якому натуральному числin i простому p

n np дiлиться на p.

Доведення. 1) Нехай n дiлиться на p. Тодi n n n np p 1 1 та�

кож дiлиться на p, що i треба було довести.

2) Якщо n не дiлиться на p, то доведемо, що n p 1 1 дiлиться на p,

тобто n p
p

1 1.

Ми знаємо, що при дiленнi на p можливi остачi 0, 1, 2, ..., p 1.
Остачу 0 ми виключаємо, бо цей випадок уже розглянуто.

Розглянемо такi конгруенцiї.

n r
p

1 ; 2 2n r
p

; 3 3n r
p

; ... p n r
p

p1 1,

де для будь�якого k (1 1k p ) 0 1r pk .

Доведемо, що r1 , r2 , r3 , ..., rp 1 — попарно рiзнi числа.

Тодi множина r r rp1 2 1, ,..., спiвпадає з множиною 12 1, ,...,p ,

тобто числа r1 , r2 , r3 , ..., rp 1 вiдрiзняються вiд набору чисел 1, 2, ...,
p 2 тiльки порядком розташування.

Дiйсно, якщо iснують такi k i l (k l), що kn r
p

k , ln
p

lr i r lk l , то

kn k l n
p

ln 0.
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Але k l не дiлиться на p, оскiльки 1 1k p i 1 1l p . Тому
k l n не може дiлитися на p. Здобута суперечнiсть доводить, що
k l r rk l .

Перемножимо розглянутi вище конгруенцiї.

1 2 3 1 1
1 2 3 1... ...p n r r r rp

p

p .

Добуток r r r r p pp1 2 3 1 1 2 3 1 1… ... !

Таким чином, p n pp
p

1 11! !, звiдки випливає, що n p
p

1 1,

що i треба було довести.
Приклад 7. Довести, щоn n7 дiлиться на 42 при будь�якому на�

туральному n.
Розв’язання. Число n n7 дiлиться на 7 (мала теорема Ферма).
З iншого боку

n n n n n n n n7 6 2 4 21 1 1

n n n n n1 1 14 2 .

Добуток трьох послiдовних натуральних чисел дiлиться i на 2,
i на 3, тому дiлиться на 6 (приклад 3, п. 4).

Числа 6 i 7 взаємно простi, томуn n7 дiлиться на їхнiй добуток,
тобто n n7 42� , що i треба було довести.

Завдання для самостiйного розв’язування

4.100. При яких n число n2 1 дiлиться на 3?
4.101. Доведiть, що якщо числа a i b не дiляться на 3, але конгру�

ентнi за модулем 3, то число ab 1дiлиться на 3. Чи правильне
обернене твердження?

4.102. Доведiть, що при будь�яких цiлих числах a i b число
ab a b4 4 дiлиться на 5.

4.103. Доведiть, що при будь�якому цiлому числin числоn n2 2 1

дiлиться на 4.
4.104. Доведiть, що при жодному натуральному n число 3 1n не є

точним квадратом.
4.105. Знайдiть остачу вiд дiлення числа 6582 на 11.
4.106. Знайдiть остачу вiд дiлення числа 7 11100 100 на 13.
4.107. Доведiть, що при будь�якому натуральному n число
5 2 3 22 1 2 2 2 1n n n n дiлиться на 19.

4.108. Якою цифрою закiнчується число 2727
27

?
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4.109. Чи дiлиться число 7 77 77 7 7

на 10?
4.110. Доведiть, що число 11 110 дiлиться на 100.
4.111. Доведiть, що число 2222 55555555 2222 дiлиться на 7.
4.112. Знайдiть остачу вiд дiлення на 7 числа:

а) 2135 ; б) 20031991 ; в) 143 16 2423 30 ; г) 13 1814 13 .
4.113. Знайдiть остачу вiд дiлення на 5 числа:

а) 2149 ; б) 20031991 ; в) 74 9 3625 84 ; г) 13 1914 19 .

Робота для самоперевiрки

1. Якою цифрою закiнчується число: а) 22007 ; б) 32007 ; в) 72007?
2. Знайдiть остачу вiд дiлення числа 5 7100 100 на 11.
3. Доведiть, що 4 42003 1991 дiлиться на 10.
4. Доведiть, що при будь�якому натуральномуn число7 5 12 6n n

дiлиться на 19.

Варiант 2
1. Якою цифрою закiнчується число: а) 32008 ; б) 42008 ; в) 72008?

2. Знайдiть остачу вiд дiлення числа 3 1120 55
на 13.

3. Доведiть, що 2 370 70 дiлиться на 13.
4. Доведiть, що при будь�якому натуральному n число 7 82 2 1n n

дiлиться на 57.

10. Ознаки подiльностi на 3, 9, 11, 7

Теорема 1. Для того, щоб число дiлилося на 3, необхiдно i дос�
татньо, щоб сума цифр цього числа дiлилася на 3.

Доведення. Зазначимо, що:

10 11
3

; 10 12
3

; ... 10 1
3

n .

Розглянемо цiле число (нехай воно буде шестицифровим):

abcdef a b c d e f a b c10 10 10 10 10 1 1 15 4 3 2
3

d e f1 1 ,

тобто abcdef a b c d e f
3

.

Ми довели, що натуральне число при дiленнi на 3 має таку ж
саму остачу, що i сума його цифр. Теорему доведено.

Теорема 2. Для того, щоб число дiлилося на 9, необхiдно i дос�
татньо, щоб сума цифр цього числа дiлилася на 9.

Доведення. Оскiльки 10 11
9

; 10 12
9

; ... 10 1
9

n , то
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abcdef a b c d e f10 10 10 10 105 4 3 2
9

9

1 1 1 1 1a b c d e f.

Отже, abcdef a b c d e f
9

, тобто натуральне число дiлиться

на 9, тодi i тiльки тодi, коли сума цифр цього числа дiлиться на 9.
Теорему доведено.

Розглянемо ознаку подiльностi на 11.
Теорема 3. Для того, щоб число дiлилося на 11, необхiдно i дос�

татньо, щоб рiзниця суми його цифр, що стоять на непарних мiсцях,
i суми його цифр, що стоять на парних мiсцях, дiлилась на 11.

Доведення

10 11
11

; 10 12
11

; 10 13
11

; ... 10 14
11

; 10 15
11

.

Тодi

abcdef a b c d e f10 10 10 10 105 4 3 2
11

11 11

1 1 1 1 1a b c d e f b d f a c e .

Звiдси випливає ознака подiльностi на 11. Теорему доведено.
В такий же спосiб можна дiстати ознаку подiльностi на 7.
Запишемо спiввiдношення:

10 31
7

; 10 22
7

; 10 6 13
7 7

; 10 4 34
7 7

; 10 25
7

; 10 16
7

.

Цикл замкнувся.
Розглянемо два рядка чисел, в першому з яких — степенi числа

10, а в другому — пiд кожним степенем числа 10 записане число
конгруентне з ним за модулем 7:

... 1010 109 108 107 106 105 104 103 102 10 1

... –3 –1 2 3 1 –2 –3 –1 2 3 1
Тодi

abcdef a b c d e f10 10 10 10 105 4 3 2
7

7

2 3 1 2 3a b c d e f.

Теорема 4. Для того, щоб знайти остачу вiд дiлення натурального
числа на 7, необхiдно справа налiво пiдписати пiд цифрами цього
числа коефiцiєнти: ...–1, 2, 3, 1, –2, –3, –1, 2, 3, 1. Потiм помножити
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кожну цифру на вiдповiдний коефiцiєнт i знайти суму цих добутків;
здобута сума при діленні на 7 матиме ту саму остачу, що і задане
число.

Приклад 1. Знайти остачу вiд дiлення числа 4136 на 7.
Розв’язання. Скористаємось теоремою 4:

4 1 3 6

–1 2 3 1

Розглянемо суму: 4 1 1 2 3 3 6 1 13 6
7

.

Вiдповiдь. 6.
Приклад 2. З’ясувати, чи дiлиться число 8546216 на 7.
Розв’язання. Згiдно з теоремою 4:

8 5 4 6 2 1 6

1 –2 –3 –1 2 3 1

Розглянемо суму:

8 1 5 2 4 3 6 1 2 2 1 3 6 1

8 10 12 6 4 3 6 7 0
7

.

Вiдповiдь. Число 8546216 дiлиться на 7.
Інколи для того, щоб знайти вiдповiдну ознаку подiльностi,

зручно розбити число на групи цифр.
Для виводу ще однiєї ознаки подiльностi на 11 скористаємось

тим, що 100 1
11

; 100 12
11

; 100 13
11

i так далi.

Отже, для числа abcdef справедливi твердження:

ab ab1002
11

; cd cd100
11

; ef ef
11

; abcdef ab cd ef
11

.

Теорема 5. Для того, щоб знайти остачу вiд дiлення натурально�
го числа на 11, необхiдно цифри числа розбити на групи (починаючи
праворуч) по двi цифри в кожнiй; сума здобутих двоцифрових чисел
матиме ту саму остачу вiд дiлення на 11, що i задане число.

Приклад 3. Знайти остачу вiд дiлення числа 268513 на 11.

Розв’язання

268513 26 85 13 124 1 24 25 3
11 11 11 11 11

.

Вiдповiдь. 3.
Приклад 4. З’ясувати, чи дiлиться число 3785485 на 11.
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Розв’язання

3785485 3 78 54 85 220 2 20 22 0
11 11 11 11 11

.

Вiдповiдь. Число 3785485 дiлиться на 11.
Ознаки, що пов’язанi з розбиттям числа на групи цифр, назива�

ються позицiйними.

Розглянемо позицiйну ознаку подiльностi на 7.

Зазначимо, що 1000 1
7

; 1000 12
7

; 1000 13
7

i т. д.

отже, число треба розбивати на групи по три цифри в кожнiй.

Теорема 6. Для того, щоб знайти остачу вiд дiлення натурально�
го числа 7 необхiдно:

1) цифри числа розбити на групи (починаючи праворуч) по три
цифри в кожнiй;

2) знайти суму S1 трицифрових чисел, якi стоять на непарних
мiсцях;

3) знайти сумуS2 трицифровихчисел, якi стоятьнапарнихмiсцях;
4) знайти рiзницю S S1 2 .

Здобута рiзниця матиме ту саму остачу вiд дiлення на 7, що i за�
дане число.

Приклад 5. З’ясувати, чи дiлиться число 5385489 на 7.

Розв’язання
1) 5 385 489;

2) S1 5 489 494;

3) S2 385;

4) S S1 2 109.

Тодi 109 4
7

.

Або 5385489 5 489 385 109 4
7 7 7

.

Вiдповiдь. Не дiлиться. Число 5385489 вiд дiлення на 7 має
остачу 4.

Приклад 6. Довести, що число 8546216 дiлиться на 7.

Розв’язання

8546216 8 216 546 322 0
7 7 7

.

Отже, при дiленнi числа 8546216 на 7 остача дорiвнює 0, тобто
число 8546216 дiлиться на 7, що i треба було довести.
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Завдання для самостiйного розв’язування

4.114. У числi 4758967* напишiть замiсть зiрочки таку цифру, щоб
здобуте число дiлилося на:

а) 2; б) 5; в) 3; г) 9; д) 4; е) 7; ж) 11.

4.115. Доведiть, що число 49 14100 50 кратне 5.

4.116. Доведiть, що заданi числа є складеними:

а) 55 53
2004

...
цифри

��� �� ; б) 1000 11000 .

4.117. Використовуючи той факт, що1001 7 11 13, доведiть пози�
цiйнi ознакиподiльностi на11 i на13 (аналогiчно до теореми6).

4.118. Чи дiлиться число a на 11? на 13?
а) a 3785485; б) a 8546216.

4.119. Знайдiть остачу вiд дiлення числа 53012869745013811 на:

а) 7; б) 11; в) 13.

§ 2. РІВНЯННЯ В ЦІЛИХ ЧИСЛАХ

Існують задачi, якi потребують вiдповiдi в цiлих числах. Розв’я�
зування рiвнянь у цiлих числах є однiєю з найстародавнiших мате�
матичних задач. Найбiльшого розквiту цей роздiл математики до�
сягнув у Стародавнiй Грецiї. Основним джерелом, яке дiйшло до
нашого часу є «Арифметика» Дiофанта*.

І хоча вiн розглядав невизначенi рiвняння i системи рiвнянь
(тобто такi, в яких змiнних бiльше, нiж рiвнянь) тiльки 2 i 3 степе�
ня, всi невизначенi рiвняння i системи рiвнянь називаються дiо�
фантовими.

Приклад 1. Чи можливо десятьма монетами по 2, 5 i 50 к. склас�
ти суму в 1 гривню?

Розв’язання. Нехай є xмонет по 2 к., yмонет по 5 к. i zмонет по

50 к. Складаємо систему рiвнянь:
x y z

x y z

10

2 5 50 100

,

.

Виключимо з цiєї системи рiвнянь змiнну x, дiстанемо:3 48 80y z .
Лiва частина цього рiвняння дiлиться на 3, а права— не дiлиться на
3. Тому при жодних цiлих y i z така рiвнiсть не можлива.

Вiдповiдь. Не можливо.
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* Дiофант (iмовiрно ІІІ ст.) — давньогрецький математик.

Як бачимо, рiвняння 3 48 80y z виявилося таким, яке немож�
ливо розв’язати в цiлих числах.

Найпростiше дiофантове рiвняння вже було нами розглянуто i п. 4.

Теорема 1. Рiвняння ax by 1, де a i b— взаємно простi числа,
завжди має розв’язки i до того ж їх безлiч.

Доведення. 1) Існування розв’язкiв випливає iз теореми 1 п. 4.
Дiйсно, якщо a i b— взаємно простi числа, то iснують такi цiлi чис�
ла x0 i y0 , що ax by0 0 1 (*).

2) Розглянемо пару чисел x y; , де x x bn0 , y y an0 (n— будь�
яке цiле число) i доведемо, що вона є розв’язком рiвняння
ax by 1.

Розглянемо

ax by a x bn b y an0 0 ax abn by abn ax by0 0 0 0 1

(згiдно з (*)).

Отже, для будь�якого цiлого числа n пара чисел x bn y an0 0;
є розв’язком рiвнянняax by 1, тобто дане рiвняння має безлiч роз�
в’язкiв. Теорему доведено.

Приклад 2.У покупця i продавця є монети вартiстю тiльки поa к.
i b к. Покупець повинен заплатити c к. В якому випадку вiн зможе
це зробити?

Задача матиме розв’язки, якщо знайдуться такi цiлi числа x i y,
що ax by c.

Таким чином, ми пiдiйшли до дiофантова рiвняння виду
ax by c.

Теорема 2. Рiвняння ax by c, де a, b, c— заданi цiлi числа, має
цiлi розв’язки тодi й тiльки тодi, коли c дiлиться на найбiльший
спiльний дiльник чисел a i b.

Доведення випливає iз теореми 1 п. 4.

Наслiдок 1. Якщо c не дiлиться на НСД a b; , то рiвняння

ax by c не має цiлих розв’язкiв (див. приклад 1).

Наслiдок 2. Якщо a i b — взаємно простi числа, то рiвняння
ax by c завжди має цiлi розв’язки.

Повернемось до прикладу 2.

Розв’язання. Покупець зможе заплатити суму c к. монетами тiль�
ки поaк. ibк. тiльки в тому випадку, якщоc дiлиться наНСД a b; .

Вiдповiдь. Якщо c�НСД a b; .
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Приклад 3. Розв’язати в цiлих числах рiвняння 3 2 7x y .
Розв’язання. За наслiдком 2 це рiвняння має цiлi розв’язки. Пе�

репишемо його у виглядi: 2 7x y x. Тодi зрозумiло, що 7 x
дiлиться на 2, тобто 7 2x n, де n — цiле число.

Тодi x n7 2 ; y x n n
1

2
7 3

1

2
7 21 6 7 3 .

Отже, пара чисел 7 2 7 3n n; при кожному цiлому n є роз�
в’язком даного рiвняння.

Вiдповiдь. 7 2 7 3n n; , n Z.

Іншим прикладом дiофантова рiвняння є рiвняння x y a2 2 2 ,

яке згадувалося в «Арифметицi» Дiофанта (як задача № 8).
Згодом це рiвняння стало причиною появи Великої теореми

Ферма про неможливiсть розв’язання в цiлих i рацiональних числах
рiвняння x y zn n n , де n Z i n 3.

На вiдмiну вiд рiвняння x y zn n n , де n Z i n 3, рiвняння
x y z2 2 2 має цiлi розв’язки. Додатними цiлими розв’язками

рiвняння x y z2 2 2 є довжини катетiв (x i y) i гiпотенузи z прямо�

кутного трикутника. Такi числа називають пiфагоровими трiйками.
Всi трiйки пiфагорових чисел можна дiстати за формулами:

x m n2 2 , y mn2 , z m n2 2 , деm i n— цiлi взаємно простi числа

i m n 0.
Розглянемо приклади розв’язування нелiнiйних дiофантових

рiвнянь.
Приклад 4. Розв’язати в цiлих числах рiвняння x y2 2 2009.

Розв’язання. Запишемо рiвняння у виглядi x y x y 2009.

Розкладемо число 2009 на множники: 2009 7 412 .
Оскiльки число 2009 можна подати у виглядi добутку двох

цiлих множникiв, таким чином:

2009 1 2009 1 2009 7 287 7 287 49 41 49 41 ,

то дiстанемо 6 2 12 систем рiвнянь:

1)
x y

x y

1

2009

,

;
2)

x y

x y

2009

1

,

;

3)
x y

x y

1

2009

,

;
4)

x y

x y

2009

1

,

;

5)
x y

x y

7

287

,

;
6)

x y

x y

287

7

,

;
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7)
x y

x y

7

287

,

;
8)

x y

x y

287

7

,

;

9)
x y

x y

49

41

,

;
10)

x y

x y

41

49

,

;

11)
x y

x y

49

41

,

;
12)

x y

x y

41

49

,

.

Розв’язавши кожну iз систем (пам’ятаємо, що розв’язки по�
виннi бути цiлими), дiстанемо вiдповiдь.

Вiдповiдь. (1005; 1004), (1005; –1004), (–1005; –1004),
(–1005; 1004), (147; 140); (147; –140), (–147; –140), (–147; 140),
(45; –4), (45; 4), (–45; 4), (–45; –4).

Приклад 5. Знайти всi пари цiлих чисел, для яких сума
дорiвнює добутку цих чисел.

Розв’язання. Нехай x i y—шуканi цiлi числа, тодi x y xy. За�

пишемо це рiвняння у виглядi xy x y 1 1 i розкладемо лiву час�
тину рiвняння на множники: x y1 1 1. Дiстанемо системи
рiвнянь:

1)
x

y

1 1

1 1

,

;

x

y

2

2

,

;
2)

x

y

1 1

1 1

,

;

x

y

0

0

,

.

Вiдповiдь. (2; 2); (0; 0).

Приклад 6. Знайти натуральнi розв’язки рiвняння x
y
z

1
1

10

7
.

Розв’язання. За умовою y i z — натуральнi числа, отже, y 1,

z 1. Тодi
1
1

y
z

—правильний дрiб i x—цiла частина, а
1
1

y
z

— дро�

бова частина лiвої частини рiвняння. Перетворимо дрiб
10

7
, видiлив�

ши цiлу i дробову частину:
10

7
1
3

7
1
3

7
. Звiдси

x 1;
1
1

3

7y
z

; y
z

1 7

3
.

Тепер y—цiла частина, а
1

z
—дробова частина. Враховуючи, що
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7

3
2
1

3
2
1

3
,

маємо: y 2; z 3.
Вiдповiдь. (1; 2; 3).
Приклад 7. Знайти натуральнi розв’язки рiвняння x y z xyz.
Розв’язання. Нехай x y z, тодi xyz x y z z3 , отже, xy 3.

Але x xy2 , тобто x2 3, звiдки x 1. Враховуючи, що xy 3 i x 1,

маємо, y 3. Можливi такi випадки:
1) y 1. Тодi початкове рiвняння набуває вигляду 2 z z, що не�
можливо.

2) y 2. Тодi 3 2z z, звiдки z 3.
3) y 3. Тодi 4 3z z, звiдки z 2, що суперечить умовi y z.
Отже, y 2, z 3. Маємо розв’язок рiвняння (1; 2; 3). Оскiльки

початкове рiвняння є симетричним (таким, що не мiняється при
замiнi x на y, y на z, z на x), то будь�яка перестановка трiйки чисел
(1; 2; 3) також є розв’язком цього рiвняння.

Вiдповiдь. (1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3), (2; 3; 1), (3; 1; 2), (3; 2; 1).

Завдання для самостiйного розв’язування

4.120. Нехайa i b— взаємно простi натуральнi числа. Доведiть, щo
рiвняння ax by ab не має розв’язкiв у натуральних числах.

4.121. Знайдiть цiлi розв’язки рiвняння:
а) 3 2 8y x ; б) 6 8 7x y ; в) 6 8 1x y .

4.122. Двоцифрове число в шiсть разiв бiльше вiд суми його цифр.
Знайдiть це число.

4.123.Доведiть,щоне iснує двоцифрового числа, яке б дорiвнювало
добутку цифр, з яких складається його десятковий запис.

4.124. Розв’яжiть у цiлих числах рiвняння:
а) x xy2 4 1; б) y x xy 2; в) 2 72x xy x ;

г) 3 2 3 0xy x y ; д) x xy y2 22 1; е) x xy y x y2 22 3.

4.125. Доведiть, що рiвняння не має розв’язкiв у цiлих числах:
а) x y2 3 17; б) 3 4 132 2x y .

4.126. Розв’яжiть у натуральних числах рiвняння:

а) 1 2 3 2! ! ! !… x y ; б) x y z! ! 4 3; в)
1 1 1

1
x y z

.

4.127. Розв’яжiть у цiлих числах рiвняння:
а) 6 5 742 2x y ; б) 19 91 19912 2x y .
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4.128. Розв’яжiть у простих числах рiвняння:

а) x y2 24 9; б) x zy 1 .

4.129. Чиможливо з двадцяти монет вартiстю 5, 20, 50 центiв скла�
сти суму в 5 доларiв?

Робота для самоперевiрки

Варiант 1
1. Розв’яжiть рiвняння в цiлих числах:

а) 27 42 2003x y ; б) 2 3 8x y ; в) 4 2 0x y xy .

2. Доведiть,щорiвнянняx y2 3 17немаєрозв’язкiвуцiлихчислах.

Варiант 2
1. Розв’яжiть рiвняння в цiлих числах:

а) 257 18 175x y ; б) 5 8 29x y ; в) y x xy 2.

2. Доведiть, що рiвняння 3 4 132 2x y не має розв’язкiв у цiлих

числах.

§ 3. ПОДІЛЬНІСТЬ МНОГОЧЛЕНІВ

Ми вже знаємо, що над многочленами, така само, як i над
цiлими числами можна виконувати арифметичнi дiї. В цьому мно�
гочлени схожi з цiлими числами. Сума, рiзниця, добуток будь�яких
многочленiв є многочленом. Дiлення многочленiв можливе у тому
випадку, коли степiнь многочлена�дiленого вищий або дорiвнює сте�
пеню многочлена�дiльника. Розглянемо алгоритми дiлення многоч�
ленiв. За аналогiєю iз дiленням багатоцифрових чисел, дiлення
многочленiв часто виконуємо «куточком».

Приклад 1. Подiлити 8 8 4 33 3a a b b на 2a b.
Розв’язання. Виконаємо дiлення «куточком».

8 8 4 3

8 4

2

4 2 4

4 8

3 3

3 2 2 2

2 3

a a b b

a a b

a b

a ab b

a b a b 4 3

4 2

2 4 4 3

2 4 4

3

2 2

2 3

2 3

b

a b ab

a b b b

a b b b
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У цьому випадку дiлення виконане з остачею.
Вiдповiдь. 8 8 4 2 4 2 4 33 3 2 2a a b b a b a ab b .

Примiтка. Надалi ми будемо розглядати многочлен з однiєю
змiнною.

Приклад 2. Подiлити x3 8 на x 2.
Розв’язання. Враховуючи, що x x x x3 28 2 2 4 , маємо

x x x x3 28 2 2 4: .

Цей же результат ми дiстанемо, якщо виконаємо дiлення «ку�
точком»:

x x x

x x

x

x x

x x

x x

x

x

3 2

3 2 2

2

2

0 0 8

2

2

2 4

2 0

2 4

4 8

4 8

0

Отже, у цьому випадку дiлення виконане нацiло (тобто остача
дорiвнює 0).

Вiдповiдь. x x x x3 28 2 2 4 .

Приклад 3. Подiлити 16 28 24 12 45 4 3x x x x на 2 33 2x x .
Розв’язання. Виконаємо дiлення «куточком».

16 28 24 0 12 4

16 8 0 24

2 05 4 3 2

5 4 3 2

3 2x x x x x

x x x x

x x x

x x

x x x x

x x x x

3

8 10 7

20 24 24 12

20 10 0 30

1

2

4 3 2

4 3 2

4 24 18 4

14 7 0 21

31 18 17

3 2

3 2

2

x x x

x x x

x x

Отже, процес дiлення завершився, але здобуто остачу — многоч�
лен другого степеня, який не можна подiлити на многочлен третього
степеня.

Вiдповiдь. 16 28 24 12 45 4 3x x x x
2 3 8 10 7 31 18 173 2 2 2x x x x x x .
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Приклад 4. Знайти частку i остачу вiд дiлення многочлена
P x x x x x4 3 22 2 4 1 на многочлен S x x x2 3 2.

Розв’язання. Виконаємо дiлення «куточком».

x x x x

x x x

x x

x x

x x x

4 3 2

4 3 2

2

2

3 2

2 2 4 1

3 2

3 2

1

4 4

x x x

x x

x x

x

3 2

2

2

3 2

2 1

3 2

3

Отже, ми дiстали частку: x x2 1 i остачу: x 3. Зазначимо, що
многочлен x 3, здобутий в остачi,— це многочлен першого степеня,
а дiльник x x2 3 2 — многочлен другого степеня.

Вiдповiдь. P x S x x x x2 1 3.

Таким чином, при дiленнi многочлена на многочлен дiстаємо
частку i остачу (як i у випадку цiлих чисел), причому степiнь остачi
менший, нiж степiнь дiльника.

Теорема 1. Для будь�яких многочленiв P x i S x S x 0

iснує, i до того ж тiльки одна, пара многочленiвQ x iR x , яка задо�
вольняє умови:

1) P x S x Q x R x ;
2) або Cm.R x Cm. S x , або R x 0.

Доведення. Існування такої пари многочленiв випливає iз алго�
ритма дiлення «куточком».

Доведемо способом вiд супротивного, що така пара многочленiв
тiльки одна. Нехай iснуєще одна пара iнших многочленiвQ x1 iR x1

таких, що P x S x Q x R x1 1 i Cm.R x Cm. S x1 .

Прирiвнявши рiзнi вирази для P x , маємо:

S x Q x R x S x Q x R x1 1 .

Тодi R x R x S x Q x Q x1 1 , що неможливо, оскiльки

Cm. R x R x Cm. S x Cm. Q x Q x1 1 .

Отже,R x R x1 . Тодi iQ x Q x1 , що суперечить припущен�
ню. Теорему доведено.
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Приклад 5. Знайти остачу вiд дiлення многочлена

P x x x x2 3 7 13 2

на двочлен x 1.
Розв’язання. Виконати дiлення «куточком».

2 3 7 1

2 2

1

2 6

7

6 1

6

3 2

3 2 2

2

2

x x x

x x

x

x x

x x

x x

x

x 6

5

Вiдповiдь. 5.
У прикладi 5 остача вiд дiлення многочленiв є числом, тобто

многочленом нульового степеня. Це не дивно, бо дiльник — многоч�
лен першого степеня.

Знайдемо значення многочлена P x при x 1:

P 1 2 1 3 1 7 1 1 2 3 7 1 53 2 .

Отже, P 1 5 i R 5. Цей факт не є випадковим.
Теорема 2 (теорема Безу*). Остача вiд дiлення будь�якого мно�

гочлена P x на двочлен x a дорiвнює P a .
Доведення. Оскiльки дiльник x a— це многочлен першого сте�

пеня, то остача — число. Тодi P x x a Q x R.
При x a дiстанемо P a a a Q a R, звiдки R P a , що

i треба було довести.
Тепер ми можемо довести деякi твердження, якi були сформуль�

ованi в п. 5.

Наслiдок 1. При будь�якому натуральному n x a x an n � .

Доведення. P x x an n , S x x a. За теоремою Безу остача

вiд дiлення P x на S x дорiвнює P a , тобто R P a a an n 0.
Це означає, що P x дiлиться на S x , що i треба було довести.

Наслiдок 2. При будь�якому натуральному n x a x an n2 2 � .

Доведення аналогiчне доведенню наслiдка 3.
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* Безу Етьєн (1730–1783) — французький математик.

Наслiдок 3.При будь�якому натуральномуn x a x an n2 1 2 1 � .

Доведення. P x x an n2 1 2 1 ; S x x a x a . За теоремою

Безу остача вiд дiлення P x на S x дорiвнює P a :

P a a a a a
n n n n2 1 2 1 2 1 2 1 0.

Отже, P x дiлиться на S x , що i треба було довести.
Для многочленiв, так само, як i для цiлих чисел, iснує поняття

найбiльшого спiльного дiльника. Для знаходження НСД многоч�
ленiв також можна застосувати алгоритм Евклiда.

Приклад 6. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочленiв

P x x x x x4 3 22 2 4 1 i S x x x2 3 2.

Розв’язання. Як було показано вище (див. приклад 4) при
дiленнi P x на S x остача R x x 3. За алгоритмом Евклiда НСД
P x S x; НСД S x R x; .

Подiлимо S x на R x : x x

x x

x

x

2

2

3 2

3

3

2

ОстачаR1 2— константа, це означає, що многочлени P x i S x
взаємно простi.

Вiдповiдь. НСД P x S x; 2.

Приклад 7. Знайти НСД P x S x; , якщо

P x x x x x6 2 5 14 3 2 ; S x x x x6 2 3 13 2 .

Розв’язання. Подiлимо P x на S x :

6 2 5 1

6 2 3

6 2 3 1

2 1

4 3 2

4 3 2

3 2

2

x x x x

x x x x

x x x

х

x

R x x2 12 . Отже, НСД P x S x; = НСД S x R x; .

6 2 3 1

6 0 3

2 1

3 1

2 0 1

2 0

3 2

3 2

2

2

2

x x x

x x x

x

x

x x

x x 1

0
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Подiлимо S x на R x :



Вiдповiдь. НСД P x S x x; 2 12 .

Завдання для самостiйного розв’язування

4.130. Доведiть, що x x x x4 3 25 5 1 1� .

4.131. Знайдiть остачу вiд дiлення P x на S x , якщо
а) P x x x3 2 76 4 , S x x x x x5 4 27 3 ;

б) P x x x x x6 5 15 104 3 2 , S x x x x2 3 7 53 2 .

4.132. При яких значеннях m многочлен x x m6 3 дiлиться на
x3 2?

4.133. При яких значеннях a i bмногочлен x x ax b3 22 дiлиться
на x x ab2 ?

4.134.Знайдiтьчастку iостачувiддiленняP x x x x x2 3 5 7 24 3 2

на S x x 3.
4.135. Знайдiть остачу вiд дiлення P x x x x5 23 7 2 на

S x x 2.

4.136. P x x ax bx ab3 2 . Знайдiть значення a i b, якщо при

дiленнi P x на x 2 остача дорiвнює 15, а на x 1 — остача
дорiвнює нулю.

4.137. При дiленнi многочлена P x на x 3 остача дорiвнює 5, а на
x 1 — остача дорiвнює 7. Чому дорiвнює остача вiд дiлення
P x на x x3 1 ?

4.138. Доведiть, що многочлен P x x x2 1 1
100 50

дiлиться

на S x x x2 3 2.

4.139. Знайдiть НСД P x S x; , якщо

а) P x x x x3 6 23 2 , S x x x2 3 2;

б) P x x x x2 5 8 203 2 , S x x x x3 2 4 4.

Робота для самоперевiрки

Варiант 1
1. Знайдiть частку i остачу вiд дiлення P x на S x , якщо:
а) P x x x2 23 2 , S x x 4;

б) P x x x x3 3 2 54 3 , S x x x2 2.

2. За теоремою Безу знайдiть остачу вiд дiлення x x x3 22 3 6 на
x 3.
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Варiант 2
1. Знайдiть частку i остачу вiд дiлення P x на S x , якщо:
а) P x x x4 25 6, S x x 2;

б) P x x x x2 3 34 3 2 , S x x x2 22 .

2. За теоремою Безу знайдiть остачу вiд дiлення3 4 23 2x x x на
x 1.

Контрольна робота з теми «Подiльнiсть чисел
i многочленiв»

Варiант 1
1. Доведiть, що при будь�якому цiлому n числоn n n n4 3 26 11 6
дiлиться на 24.

2. Доведiть,щоприбудь�якомунатуральномуn 3 5 2 193 2 3 1n n � .

3. Числа p i 8 12p простi. Чому дорiвнює p?

4. Доведiть, що при будь�якому натуральномуn дрiб
14 3

21 4

n

n
неско�

ротний.
5. Знайдiть частку та остачу вiд дiлення P x на S x , якщо
P x x x x x4 3 23 3 16 12, S x x 2.

Перевiрте правильностi здобутих результатiв за допомогою тео�
реми Безу.

Варiант 2
1. Доведiть, що при будь�якому цiлому n число n n n n4 3 22 2
дiлиться на 24.

2. Доведiть,щоприбудь�якомунатуральномуn 7 5 12 6 192n n � .

3. Числа p, 4 12p i 6 12p — простi. Чому дорiвнює p?

4. Доведiть, що при будь�якому натуральномуn дрiб
16 1

24 5

n

n
неско�

ротний.
5. Знайдiть частку та остачу вiд дiлення P x на S x , якщо
P x x x4 5 6, S x x 2.

Перевiрте правильностi здобутих результатiв за допомогою тео�
реми Безу.
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